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pas un Entier Naturel
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Abstract

Soient k£ un corps de caractéristique 0 et ¢ dans k, supposé ne pas étre
un entier >0. Nous construisons une catégorie tensorielle semi-simple
Rep(St) qui “interpole” les catégories des représentations linéaires
(sur k) des groupes symétriques S,, n grand. En une valeur entiere
>0 de t, au moins deux catégories tensorielles “spécialisation” de
Rep(St) existent, I'une la catégorie des représentations de S¢, I'autre
non semi-simple.

La théorie reproduit, en plus simple, des résultats connus analogues
pour les groupes linéaires ou orthogonaux, qui seront rappelés.

Let k be a field of characteristic 0. For ¢ in k& which is not an in-
teger >0, we construct a semi-simple tensor category Rep(S¢) which
“interpolates” the categories of linear representations (over k) of the
symmetric groups S,, n large. When ¢ becomes a natural integer,
Rep(St) can be “specialized” to a tensor category in at least two
ways: as the usual category of representations of S;, or as a non
semi-simple tensor category.

Known parallel results for the series of linear or orthogonal groups
will be recalled in sections 9 and 10.

Introduction

Si G est un schéma en groupe affine sur un corps k, la catégorie Rep(G)
des représentations linéaires de dimension finie de G sur k est une catégorie
abélienne. Elle est munie du foncteur produit tensoriel de représentations
®: Rep(G) x Rep(G) — Rep(G). Ce foncteur est ACU, i.e. il est muni
de contraintes d’associativité et de commutativité, et il admet un objet
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unité 1. Il est rigide, i.e. chaque objet X admet un dual XV; un objet muni
ded: — X®XVetdeev: XV®X — 1 tels que les morphismes composés

IRX X®ev
X— XXV X —X

xv X2 xve x e xv e xv

soient une identité. Enfin, k¥~ End(1). En d’autres termes, Rep(G) est,
dans la terminologie de (Deligne 1990) 2.1, une catégorie tensorielle sur k.

Si k est algébriquement clos, la catégorie tensorielle Rep(G) détermine
G & isomorphisme pres (Saavedra 1972). De ce point de vue, les catégories
tensorielles généralisent les schémas en groupes affines. On dispose d’autres
exemples de catégories tensorielles que les Rep(G), mais on n’a aucune idée
de comment les classifier toutes, ni méme celles qui sont semi-simples de
®-génération finie (et par la analogues aux catégories Rep(G) pour G un
groupe algébrique extension d’un groupe fini par un groupe réductif).

Une autre exemple de catégorie tensorielle est la catégorie des super
représentations d’un super schéma en groupe affine G. Une variante plus
naturelle est de considérer G muni de £: us — G tel que 'action intérieure
de pg sur lalgebre affine O(G) de G définisse la graduation mod 2 de
O(G), et la catégorie Rep(G, €) des super représentations V' pour lesquelles
I’action de puo donne la graduation mod 2 de V.

En caractéristique p, S. Gelfand et D. Kazhdan (1992) ont construit
de nouvelles catégories tensorielles semi-simples comme “sous-quotients”
de catégories de représentations. Par contre, sur k algébriquement clos
de caractéristique 0, les seules catégories tensorielles que je connaisse sont
obtenues par “interpolation” de catégories Rep(G, €).

Voici une méthode d’interpolation: on part d’une famille infinie de
catégories tensorielles C; sur k, d'un ultrafiltre non trivial F' sur 'ensemble
d’indices I, et on prend l'ultraproduit C des C;. Un objet de C est donc
une famille (X;) d’objets des C;, un morphisme (X;) — (¥;) est un germe
selon F' de famille de morphismes X; — Y; et le produit tensoriel est donné
par (X;) ® (Y;) = (X; ® Y;). La catégorie C est tensorielle sur le corps kp
ultrapuissance de k. Elle est peu sympathique en ce que, méme si les C;
sont des catégories de représentations de groupes algébriques linéaires, des
groupes Hom dans C seront de dimension infinie. Pour faire mieux, on peut
partir de catégories tensorielles C; sur k, chacune étant munie d’un objet
X, et considérer la sous-catégorie tensorielle pleine C’ de C engendrée par
X = (X;). Les objets de C’ sont donc les sous-quotients des sommes de
T3(X) := X®" @ XV®s. Supposons que
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(x) Quels que soient r et s, Pobjet T™*(X;) de C; est de longueur finie,
bornée indépendamment de 7.

Sous cette hypothese, les objets de C’ sont de longueur finie, et les groupes
Hom sont donc de dimension finie sur kg (considérer Hom(X,Y") et appli-
quer 3.2.4).

La définition par ultraproduit est quelque peu théologique. Dans de
bons cas, on peut associer a chaque ¢ un parametre \; dans k, qui décrit
(Ci, X;), et C’ peut étre construite purement en terme de A = (\;) € kp.
Plus précisément, pour ki une extension de k et A\; € k; transcendant sur
k, on peut construire une catégorie tensorielle C(\;) sur ki, qui donne C’
quand on prend k; = kg et A\ = (\;). Le role des ultraproduits n’est plus
que d’avoir attiré Pattention sur le condition (x).

Le cas “)\; transcendant” est le cas facile. Plus intéressant, et plus
difficile, est de prendre \; quelconque dans une extension ki de k, ou au
moins de comprendre quelles valeurs de \; sont “singulieres”, et comment.

On suppose dorénavant k de caractéristique 0. Le cas traité dans ’article
est le suivant:

I I’ensemble des entiers >0;

Cn: la catégorie des représentations de S,;;
X la représentation de permutation sur k™;
parametre: n;

valeurs singulieres: les entiers >0.
Les cas suivants sont essentiellement connus et seront rappelés:

I = I’ensemble des entiers >0;

Cn = Rep(GL(n)) (resp Rep(O(n));
X, = représentation évidente;
parametre: n;

valeurs singulieres: Z.

Dans le cas ou C; est la catégorie des représentations d’un groupe fini
G, et ou X; est la représentation de permutation définie par une action de
G; sur un ensemble fini B;, la condition (x) équivaut a
(+") quel que soit 7, le nombre d’orbites de G; dans B] est borné indépend-
amment de 7.

Voici des exemples ot la condition (*') est vérifiée. Dans chacun, on
fixe un corps fini Iy et I est '’ensemble des entiers >0.

(A) G, = GL(n,F,), B, = F;
(B) Gn = O(n,F,), B, = F7;
(C) Gn = Sp(2n,F,), B, = F2".

Dans le cas (A), on peut prendre pour parametre A, := ¢", et je conjec-
ture que les valeurs singulieres du parametre sont les ¢" pour n entier >0.
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Je remercie le referee d’une lecture attentive, qui m’a amené a corriger
plusieurs points obscurs.

1 Terminologie et Notations

1.1. On utilisera les notations suivantes.

k: corps de caractéristique 0, fixé dans toute la suite.
Pour I un ensemble fini:

Sr: groupe symétrique des permutations de [;

ET: espace vectoriel sur k librement engendré par I;
(ei)ier: sa base évidente.

Si I={1,...,n}, on écrit S,, (resp. k™) plutot que Sy (resp. k).

1.2. Soit ( , )laforme bilinéaire symétrique sur k! définie par (e;, e;) =
§;j. Elle identifie k7 & son dual. Regardant k! comme l'espace des fonctions
de I dans k, par u — Yu(i)e;, on définit sur k' une structure d’algebre par
(uw)(i) = u(i)v(i). Pour cette structure d’algebre, on a (u,v) = Tr(uv).

1.3. Le foncteur I — k! étant un adjoint & gauche, il respecte les limites
inductives, et en particulier transforme sommes disjointes en sommes direct-
es. Il transforme produits finis en produits tensoriels, par

I ~ 011
j(?Jk *)kl_[ 7 ®ea(j) = €(a(y))jes"

1.4. Siun groupe G agit sur I, il agit sur k! par transport de structures:
ge; = eg;. On appelle la représentation linéaire k! de G la représentation de
permutation définie par le G-ensemble I. La forme ( , ) et la structure
d’algebre de 1.2 sont G-invariantes. Le foncteur I +— k! transforme encore
sommes disjointes (resp. produits finis) de G-ensembles en sommes directes
(resp. produits tensoriels) de représentations.

1.5. Soit (Uj)jes une famille finie d’ensembles finis. Un recollement des
Uj est un ensemble fini A muni d’une famille d’injections f;: U; — A telle
que A soit la réunion des f;(U;).

Les U; étant considérés comme fixes, une donnée de recollement sur
les U; est une classe d’isomorphie de recollements. Si 7 est une donnée
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de recollement, et (f;: U; — A) un représentant de r, A est déterminé
a isomorphisme unique pres par r. Ceci rend anodin ’abus de langage,
que nous nous permettrons, de dire “recollement” pour “donnée de recolle-
ment”. Par exemple, de dire “somme sur les recollements (f;: U; — A)
des Uj de ¢(A)” pour “somme sur les données de recollements r sur les Uj
de ¢(A4,), pour (f;: U; — A,) un représentant de r”.

Une donnée de recollement sur les U; s’identifie a une relation d’équival-
ence R sur la somme disjointe des U; qui induise I’équivalence discrete x = y
sur chaque U;: a R associer les U; — (IIU;) /R. Pour J = {1,2}, elle
s'identifie aussi & la donnée de sous-ensembles U © U; et d’'une bijection
@: U{ — Uj: lui associer les U; — Uy, Us.

Pour K C J et (f;j: U; — A) un recollement des Uj, le recollement
induit des U; (j € K) est la famille des f;: U; — ng £ (U;).

1.6. Soit A un anneau commutatif. Une catégorie A est dite A-linéaire
si les groupes Hom sont munis de structures de A-module pour lesquelles
la composition est bilinéaire. Pour B une A-algebre commutative, A ®4 B
est alors la catégorie déduite de A par extension des scalaires de A & B:
mémes objets, et Hom(X,Y) = Homy(X,Y) ®4 B.

1.7. Soit A A-linéaire. L’enveloppe additive A de A est la catégories
additive A-linéaire des sommes formelles finies d’objets de A:

objets: familles finies (A;);es d’objets de A;
morphismes (A4;)jes — (Bk)kek: matrice (f,g) de morphismes A; — By;

composition: produit matriciel.

1.8. Une catégorie pseudo-abélienne (SGA418.7.8 dit “additive et karoubi-
enne”) est une catégorie additive dans laquelle tout endomorphisme idem-
potent est la projection sur un facteur direct. L’enveloppe pseudo-abélienne
APs2b dune catégorie A-linéaire A est la catégorie A-linéaire pseudo-abéli-
enne des facteurs directs formels (images d’endomorphismes idempotents)
de sommes formelles finies d’objets de A. Voir SGA4 loc. cit.

1.9. Notons Homa (A1, A2) la catégorie des foncteurs A-linéaires de A;
dans As. Les constructions 1.7 et 1.8 ont une propriété universelle: si B est
A-linéaire et additive (resp. pseudo-abélienne), le foncteur de restriction
Hom (A4, B) — Homa(A, B) (resp. Homa(AP*** B) — Hom (A, B))
est une équivalence. Il “revient au méme” de se donner un foncteur A-
linéaire de A dans B ou de A*4 (resp. AP*P) dans B.
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Un foncteur A-bilinéaire A x A — A24 se prolonge donc en un foncteur
A-bilinéaire 4244 x Aadd _, Aadd et ce prolongement est unique & isomorph-
isme unique pres. De méme avec “add” remplacé par “psab”.

Si la catégorie A-linéaire A est munie d’un produit tensoriel A-bilinéaire
ACU (associatif, commutatif, & unité), A* et AP5P en héritent. Si le
produit tensoriel de A est rigide, celui de A4 (resp. APS2P) I'est aussi.

1.10. Une partition X\ est une suite décroissante d’entiers (\y)q>1, nuls
pour @ assez grand. On pose |A\| = X\, et on dit que A est une partition de
£ si |[A| = £. On regarde une suite A\;>A2>--- >\, comme une partition en
la prolongeant par des zéros. La partition \* transposée d’une partition A
est caractérisée par I’équivalence entre A;>j et A\j>i. Si A est une partition
de ¢, on notera encore \ les objets suivants attachés a .

(A) La classe d’isomorphie de représentations irréductibles de S, correspon-
dante; sa classe dans le groupe de Grothendieck R(S,) des représentations
de Sy, et son caractere. La représentation triviale de S, correspond a la
partition grossiere £ de /.

(B) Pour N assez grand pour que Ay+1 = 0: le poids dominant (A1, ..., Ay)
de GL(N).

On supposera choisie pour chaque ¢ et chaque partition A de ¢ une
représentation irréductible de classe A de Sy. La catégorie des ensembles U
a ¢ éléments et des bijections entre eux étant équivalente a sa sous-catégorie
pleine réduite & l'objet {1,..., ¢}, il revient au méme de se donner une telle
représentation Vy, ou un foncteur U +— V,[U]. En particulier, le choix de Vy
définit, pour tout ensemble U a ¢ éléments, une représentation de Sy, que
nous noterons encore A. Elle est déduite de V) par torsion par le S,-torseur
des bijections de {1,...,¢} avec U.

Dans ce qui précede, le corps de base est Q. On pourrait méme prendre
Panneau de base Z(1/¢!), Le cas d’autres corps ou anneaux de base s’en
déduit par extension des scalaires. Si X est une représentation de Sy, on
pose

X := Hom(\, X). (1.10.1)
On sait que
Q[Sy]=. ] End()) (1.10.2)
|A|=¢

et il résulte que I'application Sy-équivariante naturelle

P xerx (1.10.3)
A=
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est un isomorphisme. Cette construction garde un sens pour X dans une
catégorie pseudo-abélienne Z(1/0!)-linéaire.

2 La Catégorie Rep(5;)

2.1. Fixons un ensemble fini /. Pour U un ensemble fini, notons [U]; la
représentation de permutation de S; sur Pensemble Inj(U, I) des injections
de U dans I. Pour U (resp. I) ’ensemble fini {1,2,...,n}, on remplace
dans la notation U (resp. I) par n.
Pour ¢: U < V une injection, la composition avec ¢: Inj(V,I) —
Inj(U, I) induit
res,: [V]r — [Ulr

de transposé (1.2)

res: [Ulr — [V]r.
On a resy(ey) = eg, et rest(ef) = > ey
ge=f

2.2. Soient C' un recollement des ensembles finis U et V', et D le produit

fibré de U et V sur C-:
;a> C
a’ Jb
oy

Si U' :=d/(D), V' := V(D) et si p est la bijection b'a’~! : U' V' on a
Un,V_=C. Posons

(2.2.1)

o G

{C}r1 = resy resy (resp (C); :=respresy): (Ul — [V]r.

Ces morphismes seront aussi notés {¢}r et (¢)r et, quand cela ne crée pas
d’ambiguité, 'indice I sera omis.

On définit une relation d’ordre entre données sur recollements de U et
V en disant que A est plus grossier que C' (A < C), si, D et ¢ étant comme
ci-dessus, le diagramme

U—— A

o

D——V

est commutatif, i.e. si A est défini par une bijection ¢: U” V" avec
U cU"CcUet V' CcV"” CV, qui prolonge (.
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Pour f dans Inj(U, I), 'image de ey par {C} (resp (C)) est la somme
des e4, g dans Inj(V, I), tels que f et g se recollent en une application (resp.
une application injective) de C' dans I. Cette description montre que

{CY= > (A). (2.2.2)

A<C

Si A< C est défini par vp: U” V" I’ensemble ordonné des recollements
Aq entre A et C est isomorphe a ’ensemble ordonné par 2 des parties de
U"—-U'. A Ay, défini par ¢1: U — V", ou U c Uy € U" et ol ¢ est la
restriction de 1), associer Uj’ — U’. La fonction de Moebius pour I’ensemble
ordonné des données de recollements est donc p(A,C) = (=1)IV" =1V =
(=1)I€1=141 et (2.2.2) s’inverse en

(€)= > (-nlei=iigay. (2.2.3)

A<C

2.3. Cas particuliers:

(i) Sidans (2.2.1) o’ (resp. V') est bijectif, de sorte que le recollement C'
est défini par p: U < V (resp. p: V <= U), on a (C) = {C} = res]
(resp. (C) = {C} =resy,).

(ii) Si le recollement est défini par une bijection ¢ de U avec V', (¢) est
la fonctorialité de U — [U]; pour les bijections, telle que définie par
transport de structures.

Construction 2.4 Soit (U;)jes une famille finie d’ensembles finis. Le
produit tensoriel des [Uj|; est naturellement isomorphe a la somme directe,
étendues aux recollements (uj: U; — C), des [C];.

Preuve Le produit tensoriel des [U]; est la représentation de permuta-
tion définie par le Sr-ensemble produit des Inj(U;,I). Chaque systeme
d’injections w;: U; < I définit le recollement u;: U; — Uu;(U;). La
donnée de recollement correspondante ne dépend que de la Syr-orbite de
(uj)jer, et ceci fait de [] Inj(Uj, I) la somme disjointe des Inj(C, I), pour
(a;: Uj — C') une donnée de recollement. On conclut par 1.3.

Exemples 2.5

(i) La représentation [()]; est la représentation unité: k& muni de 'action
triviale de Sj. Le morphisme [U]; ® [0]; ~.[U]; correspondant est
défini par le recollement évident de U et () en U.
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(ii) La structure d’algebre [U]; @ [U]; — [U]r de [U]; définie en 1.2 est la
projection sur le facteur direct correspondant au recollement évident
de U etUenU.

(iii) L’autodualité 1.2 de [U]; est
(Uls @ (U] — 2 [U], “2=5 [0,
et le morphisme §: 1 — [U]; ® [U]; correspondant est
0= ) - U O

ou la seconde fleche est U'inclusion du facteur direct [U];.

2.6. Soit une famille de familles ((Ujx)jes, )kek. Elle définit la famille
des Uj i, indexée par I,;I Ji. On a une bijection naturelle entre

(A) les données de recollement C sur les U,
(B) les systemes formés par

(a) pour chaque k, une donnée de recollement Cj, sur les Uj , (j €
Ji)
(b) une donnée de recollement D sur les Cj, (k € K).

A C, on associe les recollements induits, et leur recollement en C'.
On laisse on lecteur le soin de vérifier que 'isomorphisme

® ® U, = Q®|U;
keKjeJk[ ikl skl

devient, via les isomorphismes 2.4, I'isomorphisme de

@ ®[Ckli= @ [D]s
avec la somme des [C];, définie par les bijections (A)«(B).

2.7. Ceci décrit les contraintes d’associativité et de commutativité et
I'unité du produit tensoriel de représentations [U]; en terme de la descrip-
tion 2.4 du produit tensoriel. Pour I'associativité,

(Uhre Ve [Wlr — [Ure ([Vlre W),

on identifie les deux membres & la somme des [C];, pour C recollement de
U, V, W. Pour la commutativité

[Ulr @ [V]r — [V]r @ [Ul,

utiliser qu'un recollement U et V s’identifie & un recollement de V et U.
L’unité est [0];.
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Proposition 2.8 Soient (U;) ey et (V;)jes deux familles indexées par J,
et, pour chaque j, soit Uj, V; — Cjun recollement de U; et V;. Identifions,
par 2.8, le produit tensoriel des [U;] (resp. [V;]r) avec la somme des [Alr
(resp. [B]r) pour A (resp. B) un recollement des U; (resp. Vj). Alors le
coefficient matriciel

[Alr — ®[Uj]1 — @[Vj]1 — [Blr

de ®(C5): @ [Ujlr — ®[Vj]r est la somme des (C): [Al; — [B]r, pour C
une donnée de recollement sur A et B qui, vue par 2.6 comme donnée de
recollement sur les U; et V;, induit pour chaque j la donnée de recollement
Cj de Uj et ‘/}

La vérification, immédiate sur la description 2.2 des (C)), est laissée au
lecteur.

Proposition 2.9

(i) Les morphismes (C): [Ulr — [V]1, pour U,V < C un recollement de
U etV tel que |C| < |I|, forment une base de Homg, ([U]r, [V]r).

(ii) La condition |C|<|I| est vérifiée par tout recollement U,V — C' si
U+ V]<[I].

Preuve Parautodualité de la représentation de permutation [U]r, le groupe
Homg, ([U]r, [V]r) s’identifie & lespace des Sr-invariants dans [U]; ® [V,
qui est la représentation de permutation définie par Inj(U,I) x Inj(V, I).
Les S;-invariants ont une base indexée par les Sr-orbites: a une orbite K
correspondant la somme des e; pour k dans K. Des injections u: U — I
et v: V < I définissent la donnée de recollement U,V — u(U)uv(V).
Notons-la C,, ,. Elle ne dépend que de l'orbite de (u,v) et la détecte. On
laisse au lecteur le soin de vérifier que le morphisme de [U]; dans [V];
défini par l'orbite de (u,v) est (Cy,). Les données de recollement C' ainsi
obtenues sont celles pour lesquelles |C| < |I]. Pour les autres, [C] = 0.
Ceci prouve (i), et (ii) est trivial.

Proposition 2.10 Soient trois ensembles finis U, V et W. Soient U,
V — C un recollement de U et V et V,W < D un recollement V et W.
Alors, le morphisme composé (D)(C): (U); — [W]; est la somme, étendue
auz recollements a,b,c: U, VW — A qui induisent C' et D:

(D)(C) =D Pa([I]) (A, (2.10.1)
A
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ot A’ est le recollement de U et W induit par A et ot PA(T) est le polynome
a coefficients entiers

Pa(T) = (T — |A'|)(T — |A/| = 1)+ (T — |A| +1). (2.10.2)

Preuve Notons

U |4 W
C D

les recollements. Par définition (2.2),
(D)(C) = resy, res,,, res, res,.

Le composé res’, res,  est calculé par (2.2.2): c’est la somme, sur les rec-
ollements x,y: C, D — A de C et D rendant

NAN A
N A

commutatif, des res, res;.

L’application qui a x,y: C,D < A associe zu,zv’ = yv’ yw : U, V,
W < A est bijective, des données de recollement considérées vers les
données de recollement de U, V, W induisant celles données sur U, V
et V, W. On a, pour chaque diagramme (2.10.3)

(2.10.3)

res,, res, res, res, = ISy, I'eS,,,

et le composé (D)(C) est donc la somme, sur les a,b,c: U, V, W — A indui-
sant C' et D, des res.res’. Soit A" := a(U)uc(W):
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On a res.res, = resy res;res’res,,, et res;res; est la multiplication par
J J a’’ J ]

le nombre PA(|I |) de fagon d’étendre une injection de A’ dans I en une
injection de A dans I. On a donc

= Z:resC res; = ZPA(|I|)resa/ res), = ZPA(|I|)(A’
A A A

Remarque 2.11. Un calcul analogue, avec (2.2.2) remplacé par (2.2.3),
exprime la composition de morphismes {C'}. Supposons que C = Ut gV

etDZVL[FW:
E F
U Vv w.

{D}{C} = res, res,» res;, res,.
Posons Vi := v/ (E)uv”(F):

par définition,

EC Vi > F
\jJ "
v v
Vv
On a res,res;, = resyres;resjres; = Pc p(|I])res,resy, pour Pep le
polynéme a coefficients entiers
Pop(T) = (T — Vi) -+ (T — V| +1). (2.11.1)

Le composé resyresk est (Vi): [E]r — [F];. D’apres (2.2.3), c’est une
somme alternée de morphismes { A}, pour A un recollement de E et F' plus
grossier que V;. Pour A; le produit fibré £/ x 4 F', i.e. pour A= FE11 4, F"

/\
/\/\

Ay définit un recollement A’ de U et V, et {D}{C} est la somme sur A

{DHCY = Pep(l1) Y- (~=nMimA{a). (2.11.2)
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Définition 2.12 On note Repy(St) la catégorie Z[T]-linéaire suivante:

Objets: ensembles finis. On note [U] 'ensemble fini U vu comme objet de

Repy (ST).

Morphismes: Hom([U], [V]) est le Z[T]-module librement engendré par les
données de recollement sur U, V. On note (C) la donnée de recollement C
vue comme morphisme de [U] dans [V].

Composition: la composition
Hom([U], [V]) x Hom([V], [W]) — Hom([U], [W])

est 'application Z[T]-bilinéaire donnée sur les vecteurs de base par
[D][C] =) Pa(T)(A),
A

la somme sur A, et A’, P4 étant comme en 2.10.

Comme en 2.2, on définit {C'} = 3(A), la somme étant comme en
(2.2.2). Si C, est le recollement définie par U’ C U, V' € Vet ¢: U' 2V,
on pose () := (Cy) et {¢} :={C,}. Comme en 2.3 (i), si C est la donnée
de recollement définie par une injection ¢: V — U (resp. ¢: U — V), on
pose res, := (C') (resp. resy, := (C)).

Que la composition est associative et ’existence d’identités sera vérifié
en 2.14.

2.13. Pour I un ensemble fini, notons o (I) le morphisme 7' — |I| de Z[T
dans k. Envoyons l'ensemble des objets de Rep,(St) dans ’ensemble des
représentations de Sy par [U] — [U]r, et Hom([U], [V]]) dans Hom([U]z, [V]1)
par le morphisme o(I)-linéaire donné sur les vecteurs de base par (C) —
(C)r. Par 2.10, les

Hom([U], [V]) — Hom([U]s, [V]1)
obtenus sont compatibles & la composition. Par 2.3 (ii), si Idy est I'identité
de U, 'image (Idy); de (Idy) est I'identité de [U];.
Proposition 2.14
(i) La composition 2.12 est associative et admet les (Idy) pour identités.

(ii) Repy(St) est donc une catégorie Z[T]-linéaire et, pour tout ensemble
fini I, [U] — [U]; est un foncteur o(I)-linéaire de Repy(St) dans la
catégorie des représentations de St sur k.
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(iii) Le morphisme
Hom([U], [V]) ®z(1,0(1) k — Hom([U]r, [V]1)

est toujours surjectif. Il est bijectif si |[U|+ |V|<|I|.

Preuve [L’associativité de la composition est 1’égalité de deux applications
Z[T-linéaires

Hom([Uh], [Uz]) ® Hom([Us], [Us]) @ Hom([Us], [Ua]) = Hom([U1], [Ua]).
(2.14.1)
Source et but sont des Z[T]-modules libres, et il s’agit de prouver 'égalité
de deux matrices & coefficients dans Z[T]. Soit I un ensemble fini. La
compatibilité de

Hom([U], [V]) — Hom([U]s, [V]1)
a la composition et I'isomorphisme 2.9
Hom([U], [V]) ®z(1,0(1) k= Hom([U]y, [V]r)

pour |I|>|U| + |V| assurent que les deux morphismes (2.14.1) deviennent
égaux apres 'extension des scalaires Z[T] — k: T + n pour n un entier
>|U1| + |U4]. Ceci ayant lieu pour une infinité de valeurs de n, ils sont
égaux. Que les (Idr) sont des identités se prouve de méme. Les assertions
(ii) et (iil) ont déja été vérifiées.

Remarques 2.15.

(i) L’objet [U] de Repy(St) est fonctoriel en U pour les bijections
@ : U — V, la fonctorialité étant donnée, avec les notations de 2.12,
par ¢ — (p). Si U est défini a isomorphisme unique pres, par exemple
en tant que représentant U;,Us — U d’une donnée de recollement
fixée sur Uy, Us, T'objet [U] est donc défini & isomorphisme unique
pres.

(ii) Le foncteur [U] +— [U]; envoie le morphisme {C} sur {C};. Par
largument de spécialisation qui prouve 2.14, on a donc pour tout
diagramme (2.2.1) l'identité {C'} = resj, resy/, et la composition des
morphismes {C'} est donnée par (2.11.2), avec |I| remplacé par T.
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2.16. Soit Rep, (St) 'enveloppe additive (1.7) de la catégorie Z[T']-linéaire
Repy(St). Nous nous proposons de définir un produit tensoriel Z[T-
bilinéaire sur Rep, (S7). D’apres 1.9, il suffit de le définir sur Repy(St), a
valeurs dans Rep; (ST).

On définit [U]®[V] comme étant la somme directe, étendues aux données
de recollement U,V — C, de [C] (cf 2.4, 2.15 (i)). La fonctorialité

Hom([th], [V1]) ® Hom([Us], [V]) — Hom([th] @ [Us), [Vi] @ [V2])

est définie par la formule de 2.8 pour J = {1, 2}, en effacant les indices I.
Qu’on obtient bien un foncteur se vérifie, comme dans la preuve de 2.14,
par spécialisations T' — n, n entier suffisamment grand.

On définit pour ce foncteur de produit tensoriel des contraintes d’associa-
tivité, de commutativité et d’unité par les formules de 2.7, en effacant
Iindice I. Que les axiomes requis sont vérifiés se voit encore par spécialisa-
tions.

Pour chaque [U], on définit

§: 1— [U]® U] et ev: [Ul®[U] -1 (2.16.1)

par les formules de 2.5 (iii), en effagant I'indice I. Toujours la méme preuve
montre qu’on obtient ainsi une autodualité de [U].

Le foncteur o([I)-linéaire [U] — [U]; de Rep,y(St) dans Rep(Sy) se pro-
longe par additivité en un foncteur X — Xr de Rep,(Sr) dans Rep(Sr).
Par construction, ce foncteur est compatible au produit tensoriel, i.e. est
muni d’un isomorphisme fonctoriel (X®Y); = X;®Y; compatible aux con-
traintes d’associativité et de commutativité et transformant unité en unité.
Pour chaque U, Pautodualité (2.16.1) de [U] a pour image 'autodualité 1.2
de [U][

Définition 2.17 Soient A un anneau commutatif et ¢ € A.

(i) La catégorie Rep, (St, A) est la catégorie A-linéaire Rep; (S1) ®zi1) A
déduite de Rep, (S7) par 'extension des scalaires Z[T| — A: T — ¢
(cf. 1.6).

(ii) La catégorie Rep(St, A) est Penveloppe pseudo-abélienne (1.8) de
Rep, (S, A).

De Rep, (S7), la catégorie Rep(St, A) hérite d’'un produit tensoriel A-
bilinéaire ACU rigide dont I'unité 1 vérifie End(1) = A. Nous noterons [U]t,
ou simplement [U], 'image dans Rep(S, A) de l'objet [U] de Rep,(St).

Dans la catégorie Rep(St, A), les groupes Hom sont des A-modules pro-
jectifs de type fini. La vérification se ramene au cas des Hom([U], [V]), ou
ils sont méme libres de type fini.
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Le cas qui nous intéresse le plus est celui ou A = k. Nous écrirons
Rep(S¢) pour Rep(St, k).

Théoréme 2.18 Si ¢t n'est pas un entier >0, la catégorie Rep(S) est
abélienne semi-simple. C’est donc une catégorie tensorielle sur k.

La preuve sera donnée au paragraphe 5.

3 Rappels d’algebre Multilinéaire

3.1. Soit 7 une catégorie munie d’un produit tensoriel ACU. Elle est A-
linéaire pour A := End(1). Si un objet X de 7 admet un dual, ce dernier
est unique & isomorphisme unique pres. Plus précisément, si (X7, evy, 1)
et (X5, eva,d2) sont deux duaux de X, il existe un unique morphisme
a: Xy — XJ tel que evoo(a ® X) = evy, cest un isomorphisme, et
(X ® o) 0 01 = 02 ((Deligne 1990) 2.2).

3.2. Rappelons qu'un Hom interne Hom(X,Y") est un objet qui représente
le foncteur Z — Hom(Z ® X,Y), i.e. qui est muni d’un isomorphisme
fonctoriel en Z

Hom(Z, Hom(X,Y)) ~, Hom(Z ® X,Y). (3.2.1)

Si X admet un dual XV, 'application Hom(Z,Y @ XV) — Hom(Z @ X,Y)
envoyant f: Z — Y ® XV sur le composé
ZoX I vex ex X2V yel1=Y (3.2.2)

fait de Y ® X¥ un Hom interne de X et Y (loc. cit. 2.3). Son inverse envoie
g: Z® X — Y sur le composé

728, 70 x0x 12y o x. (3.2.3)
Pour Z =1, (3.2.1) devient
Hom(1,Hom(X,Y)) >, Hom(X,Y). (3.2.4)
3.3. On appelle trace le morphisme
Tr: Hom(X,X) =X X' =X X —>1, (3.3.1)
ainsi que le morphisme

Tr: Hom(X, X) — End(1) (3.3.2)
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qui s’en déduit par (3.2.4). On pose
dim(X) = Tr(Idy). (3.3.3)

On dispose de la panoplie habituelle d’identités, dédoublée en une ver-
sion interne et une version externe reliées par (3.2.4), dés que les duaux
requis existent: la bidualité X V¥ = X fournit les isomorphismes de trans-
positions f s ft:

Hom(X,Y) ~Hom(Y", X") et Hom(X,Y)™ Hom(Y",X"); (3.3.4)
s vérifient Te( %) = Tx(f) (pour X = ¥), (fg)t = g'f", et (f®9) = f'®g"

(utilisant que (X ® Y)¥ = XV ® YV); l'identité Tr(fg) = Tr(gf), sous sa
forme interne, est la commutativité du diagramme

Hom(X,Y) ® Hom(Y, X) Hom(Y, X) @ Hom(X,Y)

l |

Hom(Y,Y) 1 Hom(X, X).

(3.3.5)
Si on identifie Hom(X,Y"), Hom(Y, Z) et Hom(X, Z) respectivement &
Y®RXY, ZQYY et Z® XV, la composition s’identifie a

evy: (Z@Y) @Y XY)—-ZeX".

Le morphisme (3.3.5) de Hom(X,Y) ® Hom(Y, X) dans 1 s’identifie donc
aevy ®evy. Il met Hom(X,Y) et Hom(Y,X) en dualité. Passant aux
Hom, on a donc

Lemme 3.4 Supposons que X et Y admettent un dual Soit
Z :=Hom(X,Y), de dual Z" identifié par (3.3.5) a Hom(Y, X). Puisque
Z¥ =Hom(Z,1), (3.2.4) fournit des isomorphismes

Hom(1,Z") = Hom(Z,1) = Hom(Y, X)

et Hom(1,Z) = Hom(X,Y). Modulo ces identifications, les accouplements
sutants coincident:

Tr(fg) : Hom(Y,X)x Hom(X,Y)— A (3.4.1)
evy : Hom(1,ZY) x Hom(1,Z) — A (3.4.2)
vou : Hom(Z,1) x Hom(1,Z) — A. (3.4.3)
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Lemme 3.5 Dans une catégorie tensorielle, si f est un endomorphisme
d’une suite exacte courte 0 — A’ - A — A" — 0, on a

Te(f, A) = Tr(f, A') + Tr(f, A”).

Preuve On le déduit de I’énoncé interne correspondant, a savoir que sur
F := Ker(Hom(A, A) — Hom(A’, A”)) la trace est la somme des traces
partielles F — Hom(A',A') — 1 et F — Hom(A"”,A”) — 1. L’énoncé
interne se prouve en observant que le morphisme

Hom(A, A") & Hom(A", A) — Hom(A, A)

a pour image F', de sorte qu’il suffit de prouver ’énoncé interne avec F
remplacé par Hom(A, A") et par Hom(A”, A). Si i est l'inclusion de A’
dans A, le cas de Hom(A, A") se ramene a Tr(if) = Tr(fi), et le cas de
Hom (A", A) se traite dualement.

Corollaire 3.6 Dans une catégorie tensorielle, la trace d’un endomorphi-
sme nilpotent est nulle.

Preuve Si 'endomorphisme f de X est nilpotent, il existe une filtration
décroissante finie F' de X telle que f(F?) € Fi*1 par exemple la filtration
par les f(X). On a Grg(f) =0 et par 3.5

Tr(f) = Y TrGrip(f) =0.

3.7. Soient Y un objet d'une catégorie additive (resp. pseudo-abélienne)
7, et B l'anneau de ses endomorphismes. Pour tout objet Z, Hom(Y, Z)
est un B-module & droite, Hom(Z,Y") un B-module & gauche, et on dispose
d’un accouplement

(, ): Hom(Z,Y) x Hom(Y,Z) — B: f,g— gf. (3.7.1)

Si L est un B-module a droite libre (resp. projectif) de type fini, le
foncteur covariant
Z — Homp(L,Hom(Y, Z)) (3.7.2)

est représentable: le choix d’une base eq,...,e, de L lidentifie a Z —
Hom(Y, Z)", représenté par Y™ (resp. le cas “L projectif” se ramene au
cas “L libre” par passage a un facteur direct).

On note L&Y un objet qui représente (3.7.2). Le foncteur L — L®pY
est une équivalence de la catégorie des B-modules & droite libres (resp.
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projectifs) de type fini avec la sous-catégorie pleine de 7 d’objets les sommes
de copies de Y (resp. facteurs direct de sommes). L’équivalence inverse est
X — Hom(Y, X).

Si les facteurs directs des B-modules a droite libres de type fini sont
encore libres de type fini, par exemple si B est un corps ou un anneau
principal, cette équivalence montre que tout facteur direct d’'une somme de
copies de Y est encore une somme de copies de Y.

Proposition 3.8 Supposons T pseudo-abélienne, que Hom(Y, Z) soit un
B-module projectif de type fini et que laccouplement (3.7.1) fasse de
Hom(Z,Y) son dual. Alors, Z admet un unique sous-objet R tel que le
morphisme naturel

Hom(Y,Z)®pY ® R~ Z (3.8.1)

soit un isomorphisme. On a
Hom(Y, R) = Hom(R,Y) = 0. (3.8.2)

Preuve Si Hom(Y,Z) est libre, de base fi, ..., fn, et que (f?) est la base
duale de Hom(Z,Y'), le morphisme f, = (f;): Y™ — Z admet pour rétract-
ion le morphisme f* = (f): Z — Y™. Par définition, on a en effet fif; =
5§Idy. Si R est le noyau de I'endomorphisme idempotent f,f* de Z, on a
im(f,f*) ® R~.Z et f, est un isomorphisme de Y avec I'image de f*f,:
(3.8.1) est vérifié. Par construction, tout morphisme de Y ans Z (resp. de
Z dans Y) est combinaison linéaire des f; (resp. f?). La nullité (3.8.2), et
I'unicité du facteur direct R en résultent.

Le cas ou Hom(Y, Z) est seulement supposé projectif de type fini s’en
déduit par addition a Z de Q ®@p Y, Q étant choisi tel que Hom(Y, Z) @ @
soit libre.

Remarques 3.9.

(i) L’ensemble des Z pour lesquels les hypotheses de 3.8 sont vérifiées est
stable par sommes directes finies et facteurs directs, et la décomposi-
tion (3.8.1) de Z en somme directe est fonctorielle en Z.

(ii) Si Z vérifie les hypotheses de 3.8 pour des Y;, d’anneau d’endomorphi-
smes B;, en nombre fini, et que Hom(Y;,Y;) = 0 pour i # j, appli-
quant (3.8) tour & tour & chacun des Y; et au reste de la décomposition
précédente, on obtient une décomposition

@ Hom(Y;, Z) ®p, Vi @ R~ Z, avec (3.9.1)

Hom(Y;, R) = Hom(R,Y;) =0 pour tout i. (3.9.2)
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4 La Mesure Invariante sur S;

4.1. Fixons un anneau commutatif A, t € A et, pour M un entier > — 1,
notons Rep(Sy, A)™M) 1la sous-catégorie pleine de Rep(S;, A) d’objets les
facteurs directs de sommes de [U], avec |U| < M.

Soit N un entier >0, et supposons que

t,t—1,...,t — (N — 1) sont inversibles dans A. (4.1.1)
Pour A un corps, (4.1.1) s’écrit plus simplement ¢ ¢ {0,1,..., N — 1}.

Proposition 4.2 Sous [hypothése (4.1.1), pour tout objet X de
Rep(S;, A)N) | laccouplement fg entre Hom(X, 1) et Hom(1, X), d valeurs
dans End(1) = A, fait de chacun de ces A-modules projectifs de type fini le
dual de autre.

Preuve D’apres 3.9(i), il suffit de vérifier 4.2 pour X = [U], avec |U| < N.
Rappelons que 1 = [(}]. Soit ¢ linclusion de ) dans U. Les A-modules
Hom([U], 1) et Hom(1, [U]) sont libres de rang un, engendrés respectivement
par res, et resy,. Puisque res, res, est la multiplication par ¢(t —1)...(t —

©
|U|+ 1), (4.1.1) assure que I’accouplement 4.2 est une dualité parfaite.

4.3. Appliquons 3.7, 3.8 4 Y = 1: sous ’hypothese (4.1.1), tout objet X
de Rep(X;)™) admet une décomposition fonctorielle en X

X=X%"®R (4.3.1)
en
X% :=Hom(1,X)®1 (4.3.2)
et un reste R tel que
Hom(1, R) = Hom(R, 1) = 0. (4.3.3)

L’analogue de la projection sur X°¢, dans le cas de la catégorie des
représentations d’un groupe fini G, est la projection x — ‘—ang de X sur

X& d’ou le titre de cette section.

Corollaire 4.4  Sous Uhypothése (4.1.1), pour tout X dans Rep(S;, A)V),
le morphisme ev: XV ® X — 1 induit une dualité parfaite

Hom(1, X") ® Hom(1, X) — Hom(1,1) = A.

Preuve Chaque [U] étant autodual, X" est encore dans Rep(S;, A)(N),
Il résulte de (4.3.3) que la décomposition (4.3.1) est compatible au passage
au dual. La dualité ev: XV ® X — 1 induit donc une dualité entre (X )5
et X5t Appliquant (4.3.2), on en déduit 4.4.
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Corollaire 4.5 Sous l’hypothése (4.1.1), si X est dans Rep(St, A)(N'), Y
dans Rep(Sy, A)(N”) et que N' + N" < N, Uaccouplement Tr(fg) entre les
A-modules projectifs de type fini Hom(X,Y) et Hom(Y, X) est une dualité
parfaite.

Preuve Appliquer 4.4 & Hom(X,Y) et Hom(Y, X), mis en dualité par
Tr(fg), et utiliser que (3.4.1) = (3.4.2).

5 Preuve de 2.18 et Calcul de ’anneau de
Grothendieck R(95))

Le théoreme 2.18 résulte de la

Proposition 5.1 Soit N un entier > — 1.

(i) Si t n'est pas un entier dans lintervalle 0<n<2N — 2, la sous-
catégorie Rep(S;)™N) de Rep(S;) est abélienne semi-simple. Plus
précisément, nous construirons une famille d’objets {\} de Rep(S;)™),
indexée par les partitions d’entiers < N, tels que

(a) End({\}) = k et Hom({\}, {u}) = 0 pour A # i
(b) tout objet de Rep(S;)N) est somme directe de copies d’objets

(A}

(ii) Sit n'est pas un entier dans Uintervalle 0 <n <2N —1, les objets {\}
de (i) ont une dimension non nulle.

Si on suppose (i)(a), pour que (i)(b) soit vrai, il suffit que chaque objet
[n] (n< N) soit somme directe de copies d’objets {\}.

L’hypothese faite sur ¢ implique la méme hypothese avec N remplacé
par un entier plus petit, et nous construirons les {\} par récurrence sur N
(récurrence limitée si t est un entier =0). Pour N = —1, Rep(S;)™) est
réduite a zéro (somme de la famille vide), et il n’y a pas de A\. A un stade
N=0, on garde les {\} construits au stade N — 1, et on leur ajoutera des
{A} pour |[A| = N. 1l faut que les {\} (J]\| < N) obtenus vérifient (i)(a) et
permettent la décomposition de [N].

Stade N: Pour X dans Rep(S;)N) et |A\| <N — 1, 'accouplement Tr(fg)
met Hom (X, {A}) et Hom({A}, X) en dualité (4.5). Cet accouplement est
dim({\}) fois I’accouplement

fg: Hom(X,{\}) x Hom({\}, X) — End({A\}) = &, (5.1.1)
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qui est donc non dégénéré. Appliquant 3.9(ii) & X et aux {A}, on ob-

tient une décomposition fonctorielle de X en une somme de copies de {\}
(IA\| <N —1) et d’un reste X*:

X

Hom(X*, {A})

®Hom({A\}, X)® {A\} & X* (5.1.2)
Hom({A\}, X*) =0 pour |[A\| <N — 1. (5.1.3)

Lemme 5.2 Soit U un ensemble a N éléments. Pour ¢ dans le groupe
symétrique Sy, soit (p)* Uautomorphisme de [U]* induit par l'automorphi-
sme () = {¢} de [U]. Ces automorphismes forment une base de End([U]*)
et on a donc un isomorphisme d’algébres

k[Sy] . End([U]"). (5.2.1)

Preuve Les morphismes {¢}: [U] — [U], pour ¢ une bijection d'une
partie U’ avec une partie U” de U, forment une base de Hom([U], [U]) (cf
(2.2.2), (2.2.3)). Il suffit donc de montrer que les morphismes [U] — [U] qui
se factorisent par un objet de Rep(St)(N —1) sont les combinaisons linéaires
des {p} pour lesquels U’ # U.

SiU’' # U, {¢} se factorise en effet par [U], qui est dans Rep(S;)V—1).
Réciproquement, si f: [U] — [U] se factorise par un {\}, donc par un [V]
avec |V]| <N — 1, les formules de composition (2.11.2) (avec |I| remplacé
par t, cf 2.15 (ii)) montrent que f est combinaison linéaire de {p} pour
lesquels U’ # U.

5.3. Stade N (fin). Prenons U = {1,...,N}. L’action de Sy sur [N]*
fournit une décomposition Sy-équivariante (1.10.3)

[N]" = ®[N], @ (5.3.1)
(somme sur les partitions p de N), Sy agissant sur le membre de droite

par son action sur les représentations y. L’isomorphisme (5.3.1), comparé
a (1.10.2), assure que End([N]) = k et que Hom([N]*,[N]}) = 0 pour

n w LV ly
p # v. Ajoutant les {u} := [N]}, aux {\} dont on dispose déja, on obtient

la famille promise d’objets simples.

5.4. Preuvede 5.1 (ii). Sitn’est pas un entier dans l'intervalle 0 <n <2N—
1, pour tout objet simple {\} de Rep(S;)(N), 4.5 garantit que I'accouplement
Tr(fg) de End({\}) = k avec lui-méme est non dégénéré. Cet accouplement
est dim({A})fg, et 5.1 (ii) en résulte.
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5.5 Notation. Sous I'hypotheése de 5.1 (i), et pour |V|< N, on notera
[V]* le facteur direct de [V] construit dans la preuve de 5.1, [V] étant vu
comme objet de Rep(S;)!VD. Pour n< N, on a donc

n* ~ P (e (5.5.1)

[Al=n

dans la catégorie des objets de Rep(S;) munis d’une action de S,,.

Remarque 5.6. Pour A un anneau commutatif et ¢t € A, si les t — n sont
inversibles pour n un entier, dans U'intervalle 0 <n <2N — 2, et que N! est
inversible, la méme preuve fournit un systeme d’objets {\} de Rep(Si, A),
fonctoriels en A, tels que End({\}) = A, que Hom({A},{¢}) = 0 pour
A # p, et que tout objet X de Rep(S;, A)N) se décompose en

@ Hom({\}, X) ® {A} . X (5.6.1)

(une somme de copies des {A} si A est principal). Si en outre t — 2N + 1
est inversible, les dim({\}) sont inversibles dans A.

Les arguments utilisés dans la preuve de 2.18 fournissent aussi le résultat
suivant.

Proposition 5.7 Soit A une catégorie tensorielle sur k, dont les objets
sont de longueur finie. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) quels que soient X etY dans A, Tr(fg) met Hom(X,Y') et Hom(Y, X)
en dualité;

(i) la catégorie abélienne A est semi-simple.

Si k est algébriquement clos, ces conditions impliquent
(iii) la dimension de tout objet simple est non nulle.

Preuve L’objet 1 étant simple (Deligne and Milne 1982, 1.17), il résulte
de (3.2.4) que les groupes Hom sont de dimension finie.

(i)=(ii). Appliquant Hom(X, —) et prenant une image inverse, on déduit
d’une extension E de X par Y une extension E’ de 1 par Hom(X,Y):

0 —— Hom(X,Y) E’ 1 0

| | |

0—— Hom(X,Y) —— Hom(X, E) —— Hom(X, X) —— 0.
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Scinder 'extension FE, i.e. relever l'identité de X en un morphisme de
X dans FE, revient a scinder l'extension E’. Pour prouver que A est
semi-simple, il suffit donc de prouver que toute extension de la forme
0T —Z —1— 0 est triviale. L’accouplement Tr(fg) de Hom(Z,1)
avec Hom(1, Z) coincide avec 'accouplement fg. Ce dernier est donc non
dégénéré et 3.8 fournit une décomposition de Z en un multiple de 1 et un
reste R tel que Hom(1, R) = Hom(R, 1) = 0. L’extension Z provient donc
par push out d’une extension 71, avec Z; multiple de 1, et la simplicité de
1 montre sa trivialité.

(il)=(i). D’apres 3.4, il suffit de vérifier que pour tout objet Z, I’accouple-
ment v o u met Hom(Z, 1) et Hom(1, Z) en dualité. Puisque Z est semi-
simple et 1 simple, on a Z ~ 1" @ R, avec Hom(1, R) = Hom(R,1) = 0, et
on est ramené au cas trivial ou Z = 1.

(i)=(iii). Si S est simple, et k algébriquement clos, le lemme de Schur
(valable car End(S) est de dimension finie sur k) montre que End(S) est
réduit & k. La forme bilinéaire Tr(fg) sur End(S) s’identifie & la forme
bilinéaire dim(S) fg sur k. Puisqu’ elle est non-dégénérée, dim(.S) # 0.

5.8 Mise en garde. Il existe des catégories pseudo-abéliennes, k-linéaires
de groupes Hom de dimension finie, munies d’un produit tensoriel ACU tel
que End(1) = k, qui vérifient 5.7 (i) mais ne sont pas abéliennes, i.e. ne
sont pas tensorielles sur k. Voici un exemple qui n’admet méme aucun
foncteur ACU dans une catégorie tensorielle.

On prend pour A 'enveloppe pseudo-abélienne de la catégorie k-linéaire
a produit tensoriel ACU Ag librement engendrée par un objet X muni
d’une autodualité symétrique et d'un endomorphisme de carré nul égal a
son transposé 0, tels que dim(X) = 0 et que Tr(#) = 1. La catégorie Ay
a pour objets les puissances tensorielles de X. Elle admet la description
suivante:

Objets: ensembles finis. On note X®! Iensemble fini I vu comme objet
de Ao.

Morphismes: Hom(X®!, X®7) a une base indexée par les partitions de
I11J en sous-ensembles a 2 éléments, chacun étant coloré “1” ou “6”.

Produit tensoriel: somme disjointe d’ensembles finis.

Représentation graphique (d’un vecteur de base de Hom(X®1, X®7)): écrire
en premiere ligne des points indexés par I, en deuxieme ligne des points
indexés par J et entre ces deux lignes joindre par un trait plein (resp.
pointillé) les points dans une part colorée “1” (resp. “6”).

Interprétation:
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[ ]
|
|
[ J

sont respectivement Idx, 'autodualité X ® X — 1, le morphisme §: 1 —
X ® X correspondant, §: X — X, le composé de 'autodualité avec § ® 1
oul®0, et le composé de 0 ® 1 ou 1 ® 6 avec 6.

Conformément a l'interprétation donnée, pour composer deux morphi-
smes qui appartiennent a ces bases de groupes Hom, on joint les graphes cor-
respondants. On décrete le résultat nul si deux traits pointillés apparaissent
dans une méme composante connexe, ou si un cercle plein apparait. On
remplace un segment composé de traits pleins (resp. trait(s) plein(s) et un
seul trait pointillé) par un trait plein (resp. pointillé), et on omet les cercles
composés de trait(s) plein(s) et d’un seul trait pointillé.

Exemples:
.
! -7 7T~ ~ .
{:I L I: B c = <> est 'endomorphisme 1 de 1
. . — xob
(representé par une page
blanche);
< >  est 'endomorphisme dim X = 0 de 1;

L/ DN e ___ e — page blanche:
N 1:1—1.

Pour vérifier 5.7 (i), il suffit de vérifier que, pour tout n, Hom(1, X®") et
Hom(X®™, 1) sont en dualité parfaite (cf 3.4). Ces groupes sont nuls pour
n impair. Pour n pair, soient f et g dans les bases de ces groupes. Soit
k (resp. ¢) le nombre de traits pointillés parmi les n/2 traits de f (resp.
g). Pour que gf # 0, il faut et il suffit que quand on joint ces graphes,
les composantes connexes obtenues, des cercles, aient exactement un trait
pointillé. Ceci impose k + £ <n, et, en cas d’égalité, que le graphe de g
soit déduit de celui de f en remplagant trait plein par trait pointillé et vice
versa. Le déterminant de la matrice des gf = Tr(gf) est &+ le produit des
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coefficients matriciels 1 correspondant a de telles paires (f, g), et A vérifie
donc 5.7 (i).

Dans une catégorie tensorielle, tout endomorphisme nilpotent est de
trace nulle (3.6). Puisque #? = 0 et que Tr(f) = 1, il n’existe pas de
®-foncteur ACU de A dans une catégorie tensorielle.

5.9. Notons X la représentation de permutation [1],, de S,,, correspondant
a laction de S,, sur {1,...,n}. La difficulté avec laquelle la preuve de 2.18
a di se battre est que, outre

(A) Taction de Sy,

on dispose sur X®* de deuz décompositions naturelles en sommes directes,
et que les projecteurs pour I'une ne commutent pas aux projecteurs pour
lautre. Ce sont

(B) celle correspondant & la décomposition en S,,-orbites de {1,...,n}*;
(C) la puissance tensorielle k™€ de la décomposition de X en trivial @
irréductible.

On a besoin de (A), (B) et (C) pour décomposer X ®* en irréductibles.
En décrivant Rep;(St) en terme des [U], nous avons donné la primauté
4 (B). Si on s’exprime plutot en terme des [1]®Y le théoréme 2.18 est un
corollaire de ce que, dans Rep(S;), End([1]®Y) est un produit d’algebres
de matrices si ¢t n’est pas un entier >0. Cet énoncé a été prouvé par T.
Halverson et A. Ram (2003) par une autre méthode, inspirée du traitement
par H. Wenzl (1988) des groupes orthogonaux, plutét que symétriques. De
meéme que Wenzl utilise que la dimension des représentations du groupe
orthogonal est donnée par la formule de H. Weyl, ils utilisent que la dimen-
sion de la représentation A de Sy, vue comme fonction de A1, les A;, i>2
étant fixés, est un polynéme en \; qui n’a pour zéros que des entiers ¢ tels
que ¢+ > X;>0 (cf. 7.3). Notre preuve n’utilisant pas ce fait, il nous a

1>2
semblé valoir la peine de la conserver, plutot que de renvoyer a Halverson
et Ram.

5.10. Fixons ¢ non entier, et notons R(S;) 'anneau de Grothendieck de la
catégorie tensorielle Rep(S¢). Son groupe additif est le groupe abélien libre
engendré par les classes d’isomorphie d’objets simples {A} de Rep(S;), et
sa multiplication est induite par le produit tensoriel. Noter que R(S;) est
indépendant de ¢: dans le cas universel ot A = Q[T](((T — n) ')nez), 5.6
montre que dans Rep(S;, A) Hom({\} ® {u},{v}) est un A-module libre,
est sicy , est sonrang, les ¢§ , sont les constantes de structure de Rep(St).
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On notera F la filtration croissante de Rep(S;) pour laquelle Fiy est ad-
ditivement engendré par les constituants irréductibles des [U], pour
|U| < N. Puisque [U] ® [V] est somme des [W] pour W recollement de U et
V, et donc tel que |W| < |U|+|V], la filtration F est compatible au produit:
Fy - Fy € Fyyp. Les {A} pour |A\| <N sont un systéme de générateurs
libre de Fy.

Pour chaque entier n, soit R(S,) le groupe de Grothendieck de la
catégorie des représentations de S,,. Les foncteurs Indg:;’gm(V ® W) in-
duisent sur la somme des R(S,,) un produit *, qui en fait un anneau commu-

tatif d'unité la représentation 1 de Sg. On notera encore { } le morphisme
additif de R(S,,) dans F,, € R(S:) qui envoie A sur {A}.

Proposition 5.11 Les morphismes additifs { } induisent un isomorphi-
sme de Uanneau (SR(Sy),*) avec Uanneau gradué Grf R(Sy).

Preuve Le morphisme Sy X S,,, équivariant
[[]" ® [m]" — [f] ® [m] — [¢+m] — [+ m]"
donné par le recollement disjoint de {1,...,¢} et {1,...,m} est un composé

d’isomorphismes modulo objets {e} tels que |e] < £+ m. Si |\ = € et
|| = m, on a par (5.5.1), modulo de tels objets,

{M@{u} = Homs,xs, (A@p[f" @ [m]")

= Homg,xs,, (A®u, ® {u}®u>
|v|=C+m

et pour |v| = £+ m, {v} apparait dans {\} ® {u} avec la multiplicité avec

laquelle la représentation A ® p de Sy x S,,, apparait dans la restriction de
v a Sy x S,,. Par réciprocité de Frobenius, ceci vérifie 5.11.

Corollaire 5.12 L’anneau R(S;) est l'algébre de polynomes
ZT, Tay ..., Ty, ... ]

engendrée par les T; := {partition grossiére de i}.

Cela résulte de 5.11 et du méme énoncé pour (®R(S,,), *). Les partitions
(1,...,1,0,...) fournissent un autre systeme de générateurs libre.
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6 Spécialisation a t Entier >0

6.1. Soit A une catégorie k-linéaire a produit tensoriel ACU rigide, telle
que End(1) = k. Disons qu'un morphisme f: X — Y est négligeable si pour
tout morphisme w: Y — X, on a Tr(fu) = 0. Puisque (fg)u = f(gu), un
composé fg est négligeable des que f, ou dualement g, est négligeable. Un
produit tensoriel f ® g est négligeable des que f, ou par symétrie g, est
négligeable. En effet, étant donnés f: X' - Y/, g: X" =Y et u: YV ®
Y" — X'®X", si on regarde g comme donné par un morphisme 1 — X"V ®
Y" et u par un morphisme 1 — Y"V@Y"V®@X'® X", on déduit de u et g par
les contractions XY@ X" — 1et Y"V®Y” — 1 un morphisme u : Y/ — X’
tel que Tr((f @ g) ou) = Tr(fu). La catégorie A/(négligeable) quotient de
A par I'idéal des morphismes négligeables hérite donc de A d’un produit
tensoriel. Il est encore ACU rigide, avec End(1) = k. Si A est pseudo-
abélienne et que les Hom(X,Y') sont de dimension finie, A/(négligeable) est
encore pseudo-abélienne, car si E est quotient d’une algebre de dimension
finie F, tout idempotent e de E se reléve en un idempotent de E (appliquer
a un quelconque relevement € de e un polynome valant 0 en 0, 1 en 1 et
valant 0 ou 1 sur le spectre de €, compté avec multiplicités).

Théoréme 6.2 Sit €k est un entier n>0, le foncteur
[U] — [U]n: Rep(St, k) — Rep(Sn) (6.2.1)

de Rep(St, k) dans la catégorie des représentations du groupe symétrique Sy,
induit une équivalence du quotient de Rep(Sy, k) par l'idéal des morphismes
négligeables avec Rep(S,,).

Preuve Comme tout ®-foncteur, le foncteur [U] — [U], préserve les
traces. Un morphisme dont I'image est négligeable est donc négligeable.

La catégorie Rep(S,,) étant absolument semi-simple, les seuls morphismes
négligeables de Rep(S,,) sont les morphismes nuls. Quelques soient X et Y
dans Rep(Si, k), le morphisme

Hom(X,Y) — Hom(X,,Y,) (6.2.2)

est surjectif: par passage a un facteur direct, on se ramene au cas ou X et Y
sont de la forme [U], traité en 2.9(i). L’image par (6.2.1) d’un morphisme
négligeable est donc négligeable — donc nulle — et le foncteur (6.2.1) se
factorise par un foncteur pleinement fidele de Rep(Sy, k)/(négligeable) dans
Rep(S;,). Son image essentielle contient la représentation de permutation
image de [1], qui est fidéle. Etant stable par produit tensoriel, dual, somme
directe et sous-quotient, elle contient toutes les représentations de S,,.
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6.3. Fixons un entier N>0 et supposons que t est un entier n>2/N. Pour
|A| < N, l'objet simple {\} de Rep(S;, k)™¥) est de dimension non nulle
(5.1 (ii)), donc a une image non nulle dans Rep(S,,). Par la surjectivité de
(6.2.2) et la semi-simplicité de Rep(S,,), les images dans Rep(S,,) des objets
simples {A} (|A] <N) de Rep(Si, k) sont des représentations irréductibles
deux a deux non isomorphes de S,,. Nous nous proposons de les déterminer.

Pour £< N, et [{]* comme en 5.5, par la surjectivité de (6.2.2), 'image
[€]% de [€]* est le sous-objet de [¢],, somme des sous-représentations irréducti-
bles qui n’apparaissent pas dans un [¢'],, avec ¢/ < (. 1l s’agit de calculer
[€]7 comme représentation de S,, x Sy, et de comparer & 5.5.1.

Notation: Pour A = (Aq,...,\,) une partition et m un entier >|A| + A1,
{A}m est la partition suivante de m:

M = (m— AL A -+ Aa) (6.3.1)

Proposition 6.4 Sit = n > 2|\, limage de lobjet simple {\} de
Rep(St, k) dans Rep(S,,) est la représentation irréductible de S,, correspond-
ant a la partition {\},, de n.

Preuve Si ¢ <n, 'ensemble des injections de {1,...,¢} dans {1,...,n}
est un ensemble homogene sous S,, x Sy. Le stabilisateur d'un élément est
le sous-groupe

St xSy CS,_¢rxSyxS;,Cc8S, xSy

(la premiere inclusion est déduite de I'inclusion diagonale de Sy dans SyxSy).
Comme représentation de S,, x Sy, [{],, est donc la représentation induite
Indngesxfse(l). Induisons par étapes, en passant par S,,_ys X Sy X Sy. Pour
I’inclusion diagonale de S, dans Sy X Sy, on a

Indg> (1) =Y " A® A,

ou A parcourt les partitions de ¢, identifiées aux représentations irréductibles
de Sy. Chaque représentation de Sy est en effet autoduale. On a donc

[ => dd"  g,1®N) @A (6.4.1)

D’apres la reégle de Littlewood-Richardson, Indgz,@se(l ® A) est la
somme des représentations y, pour p une partition de n, identifiée a son
diagramme, telle que A C p et que p — A n’ait pas deux cases sur la méme
colonne. En d’autres termes:

Ar<pr et Aj<p;<XAN_1 pour ix2.
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Si [A] + A1 <n, a fortiori si 2¢ <n, P'une de ces partitions u est {A},, (le cas
ol p; = A;—1 pour i>2). Les autres ont p1 > n — £ et elles sont de la forme
{N}, avec |N| = n — p1 < £, donc figurent dans [¢],, avec £/ = || < L.
Des lors

[n = @ (6.4.2)

la somme étant étendue aux partitions A de ¢, et 6.4 s’en déduit par com-
paraison avec 5.5.1.

7 Spécialisation a t Entier Petit Relativement
a

Les phénomenes décrits dans cette section ont un analogue pour les séries
GL et O. Nous espérons que les résultats partiels obtenus ici pour la série
S,, aideront a comprendre ces analogues plus difficiles.

7.1. Soit p une partition d’un entier m. Rappelons la formule donnée par
Frobenius (1900) §3 (6) pour la dimension de la représentation correspond-
ante de S,,. On choisit ¢ tel que u; = 0 pour ¢ > ¢, et on transforme la suite
1> ... >pe en une suite strictement décroissante a; > ... > ay en ajoutant
¢ —ia ;. On a alors

dim g = m! (i — o)/ [ et (7.1.1)

i>j

Si le choix de ¢ importe, on écrira a[¢] plutdt que o. Quand ¢ est remplacé
par £+ 1, on a o[l + 1]; = aff]; + 1 pour i<¥, et a[f + 1],41 = 0. Au
numérateur de (7.1.1), de nouveaux facteurs a[(+1]; —a[l+1]p+1 = aff];+1
apparaissent, tandis qu’au dénominateur a[f];! est replacé par a[l + 1];! =
(alf]; + 1)aff];!.

Si on écrit chaque factorielle a! comme étant le produit des entiers de
1 & a, le second membre de (7.1.1) apparait comme étant le produit d'un
multiensemble d’entiers (un ensemble d’entiers, avec multiplicités positives
ou négatives). La vérification donnée de I'indépendance de ¢ montre que ce
multiensemble est indépendant de £.

Les longueurs des crochets (hook length) de p sont les entiers ¢, =
(ta — @)+ (pj; —b) + 1 pour (a,b) dans le diagramme de p, i.e. pour a,b=1
et b < i, (équivalent & a < p17). Par un argument sur lequel la preuve de 7.3
ci-dessous est calquée, Frame, de B. Robinson et Thrall (1954) (lemme 1)
vérifient que pour chaque ¢ </, les longueurs de crochets ¢;;, sont les entiers
entre 1 et a; distincts des o; — o (i < j <), de sorte que (7.1.1) peut se
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récrire
dim g =m!/ H (longueurs des crochets), (7.1.2)

Pégalité entre les second membres de (7.1.1) et (7.1.2) provenant d’une
égalité entre multiensembles d’entiers correspondants.

7.2. Soit A une partition. Sin>|A|+ A1, la partition {A},, de n est définie.
Si on prend £ = |A| + 1, la suite strictement décroissante a correspondant &
{A}n, commence par ay = (n—|\|)+£—1 =n, aprés quoi a1 = A +|A|—1
pour 1<i<|Al. On a donc

dim {A}, =

[L= N =) T T+ A=) = g+ A=)/ [T+ 1A =i)! (7.2.1)
i>]
Dans ces produits, 1 <i,j <|A|. Les deuxieéme et troisieme produits coincident
avec ceux qui apparaissent dans (7.1.1) pour dim(A) calculé avec ¢ = ||,
de sorte que
dim(\)
[A]!

pour Py(T) un polynéme de degré |A| produit de facteurs distincts de la
forme T — 4, i entier.

dim{\}, = Pu(n), (7.2.2)

Lemme 7.3 L’ensemble des zéros du polynome Py admet les descriptions
équivalentes suivantes:

(i) les entiers |A| + Aa — a, pour 1 <a<|\|.
(ii) les entiers i>0 distincts des entiers |A| +b— Xy — 1 pour b=1.

Preuve La formule (7.2.1) donne la description (i). Montrons son équivalen-
ce avec (ii). Une partition A décompose 'ensemble des entiers en ceux de
la forme b — A\; — 1 et ceux de la forme A\, — a. En effet, si on longe comme
suit le bord SE du diagramme de )\ et les axes

X X ...
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les o (resp. x) sont en les positions (z,y) de la forme (a, Aq) (resp. (A}, b—1)),
et y —x parcourt Z. Pour b>A; +1, les b— A; — 1 sont les entiers >A;. Pour
a>|A\|+1, les A\ —a sont les entiers < —|A|. Translatant par |A|, on en déduit
comme promis que les entiers ¢ de la forme |[A| + A\, — a pour 1 <i <|\| sont
les entiers i>0 qui ne sont pas de la forme |A|+b— A; —1 et qu’ils sont tous

7.4. Sit dans A de caractéristique 0 est tel que les ¢ — i soient inversibles
pour 4 entier dans l'intervalle 0 <4 < 2|A\|—1, {A} est défini dans Rep(S;, A)
et on a encore

dim{\} = di%ﬁ”g(ﬂ. (7.4.1)

11 suffit de le vérifier dans le cas universel ou

A=q[r(( (T —i))7)

11
0<i<2|A|—1

et t =T, et, d’apres (7.2.2) et 6.4, (7.4.1) devient en effet vrai apres une
infinité de spécialisations de 7" en un entier.

7.5. Méme si Pentier n >0 n’est plus >|A\| 4+ A1, continuons d’appeler {A},,
la suite (n — |A|, A1, A2, ...), et « la suite des ({A}n)i + |A| +1 —i. Clest la
suite (n, A\p + |[A| =1, A2 + [A| = 2,...), et les zéros du polynéme Py sont les
entiers n>0 pour lesquels deux termes de cette suite sont égaux. Si 'entier
n>0 n’est pas un zéro, on peut réordonner la suite a pour obtenir une suite
strictement décroissante o™, et celle-ci correspond comme en 7.1 (toujours
pour £ = |\|+1) & une partition {\},. L’expression (7.1.1) pour « coincide
avec (7.2.1) et (7.2.2). Sin < |\ 4+ A\ et que a1 > a1 > @42, on déduit
at de « en insérant o entre a1 et a0, et (7.1.1) pour a™ coincide avec
(7.1.1) pour « sauf que les a; — orj sont changés de signe pour 2 <j <i+ 1.
On a donc

;, dim(\)

n!

dim {\},} = (—1) Py(n). (7.5.1)
Si n>|A|+ A1, {A};} coincide avec {\},, et la méme formule vaut avec i = 0.
On notera que (7.5.1) reflete une égalité de multiensemble d’entiers, & ¢
changements de signe pres.

Que a1 > a1 > qgqg se réerit Aj + A\ —i>n > N1 + [N = (04 1).
Cette conditiion équivaut & A;>n — |A| + i+ 1 > A\;41, puis & ce que pour
un bon ait b=mn — |\ +i+1et \j =i, et enfin & ce que pour un b on ait

n=|AN+b-X\ —1 et Ap =1i.
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Ceci reprouve 7.3 et montre que si n>0 n’est pas un zéro de P, i.e. est de
la forme [A|+b—A; —1, 0on a
« dim(A
dim {\};} = (—=1)* # Py(n). (7.5.2)
n!
On laisse au lecteur le soin de vérifier que si n = |A| +b— A —1, le
diagramme de la partition {\},} est déduit de celui de A par la construction
suivante, ou la colonne marquée est la b-ieme:

.
=

Inspirés par (7.5.2), nous définirons pour tout entier n>0 la représenta-
tion virtuelle {\},, de S,, comme étant celle qui correspond a la partition
{A}n de n quand celle-ci est définie, i.e. quand n>|A| + A1, comme étant 0
si n n’est pas de la forme [A| +b— \; — 1 et comme étant (—1)* {\} sin
est de cette forme. Que cette convention est raisonnable sera confirmé par
7.11. La construction qui suit en donne une autre interprétation. Elle m’a
été expliquée par A. Ram.

7.6. Une partition A peut étre vue comme un poids dominant de GL(N)
des que N est assez grand pour que Ay41 = 0 (1.10 (B)). Une suite d’entiers
Aq seulement supposés nuls pour a assez grand définit de méme un poids
non nécessairement dominant.

Un poids dominant A définit une représentation irréductible V/(\). Un
poids quelconque définit une représentation virtuelle encore notée V' (\) de
GL(N), de caractere donné par la formule des caracteres de Weyl, et donc
fonction antisymétrique de A + p, pour 'action du groupe de Weyl Sy. On
peut remplacer p par une quelconque suite (¢ —1,¢ —2,--- £/ — N), car la
différence avec p est fixe sous Sy.

Pour A une partition, les représentations A de S|y et V() de GL(N)
se correspondent:

V(A) ~ Homs, (A, V®H) et (7.6.1)
A~ Homgrn(V(A), VERD). (7.6.3)

Si A est une suite d’entiers A, (a>1) nuls pour a assez grand, et telle que
|A| := ¥A,>0 on attachera & A la représentation virtuelle R()) de S| second
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membre de (7.5.3) pour N assez grand. Explicitons. Si la suite des A, — a
n’est pas formée d’entiers tous distincts, les représentations virtuelles V()
et R(A\) sont nulles. S’ils sont tous distincts, il existe une permutation w
des entiers, avec w(a) = a pour a grand, qui transforme la suite des A\, — a
en une suite strictement décroissante. Notons £(\) la signature de w. La
suite décroissante AT qui correspond au poids dominant w(\ + p) — p est
la suite

A= Ayp-1(a) —w ' (a) +a, (7.6.4)

et la représentation virtuelle R(\) de S| est
R(\) = e(M)AT. (7.6.5)

Le cas qui nous intéresse est celui oli, partant d’'une partition A\ et de
n>0, on considere la suite d’entiers {A},, 1= (n—|A|, A1, A2, ... ). Comparant
7.5 et 7.6, on voit que la notation {A};" de 7.5 est une cas particulier de
7.6.4, et que la représentation virtuelle {\}, de 7.5 est R({A},).

Nous avons vu en (6.4.1) que la représentation [¢],, de S,, X Sy est iso-
morphe a la somme sur les partitions A de ¢ des IndS:_EXsK(l RN @ A
Nous allons en déduire que dans R(S,, x S¢) on a

Proposition 7.7 [{], = > A{u}.® Indgfnxsp_m(u ®1).
lul=m < ¢ )

Preuve Appliquons la regle de Littlewood-Richardson pour calculer I'indu-
itede A\® 1 de Sy x S,,_¢ a S, égale a I'induite de 1® A de S,,_¢y X Sy a

S,.. On obtient que
[0, = Z VR A,
la somme portant sur les partitions A de £ et les partitions v de n telles que
Ai <vi<XAo1 pour ix2 et A <v.
Si p est la partition (va,...) telle que v = {u},, ces conditions se récrivent
fi<Ai<pi—1 pour ix2, pp<Ai et Ay <n—|ul:

ona [l], => {u}n®A pour (A, ) comme ci-dessus. Si on applique la regle
de Littlewood-Richardson a I'induite au second membre de 7.7, on obtient
la méme somme, sans la restriction Ay <n — |u.

Il reste & prouver que pour chaque partition A de ¢, on a ¥{u}, =0
lorsqu’on fait porter la somme sur les partitions p avec |u| < ¥ telles que

Xit1 <pi<X; pour x>l et n—|ul <A
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Considérons, plutot que p, la suite 3, indexée cette fois par les entiers >0:
(n—|ul, 1 —1, u2—2,...). Les suites u et § se déterminent mutuellement,
et écrites en terme de ( et des a; := \; — 1, les conditions sur § deviennent
les suivantes:

a. (; = —i pour i assez grand;
2B +1) =m;
aip1 < B <a; siixl;

. Bo<ag.

/e o T

Puisque (g < aq, il existe a tel que agr1 < Bo < ay. Soit f' déduit de
B3 en échangeant 3y et [(,. Cette construction est involutive. Les p et p’
correspondant vérifient {u}, = —{u'}n, et que L{pu}, = 0 en résulte.

Notons [(]* la représentation virtuelle

(=Y {(Mn@A

IA|=¢

de S,, x Sy. Avec cette notation, 7.7 se récrit

0= md§ ;5 s, , (Im]" ®1). (7.7.1)

m< /e
Corollaire 7.8 Dans R(S,, X S¢), on a

[ = 2 ()T IndgS s, (Im] @ ). (7.8.1)

m <L

C’est une conséquence de (7.7.1) et du lemme suivant, pour A = R(S,,)
(de sorte que A ® R(S,,) = R(S,, x Sp).

Lemme 7.9 Soit A un groupe abélien libre. Soient, pour m<{, f(m) et
g(m) des éléments de A® R(S,,). Les identités suivantes sont équivalentes:

Pourm</?, f(m) = >, Indg’”/ vs. (gm)e1l), (7.9.1)
m’ Sm m m—m
Pour m</t, g(m) = 5 (=1)m Indg::’/ S, ., (fim') ®e).(7.9.2)

m’' <m

11 suffit de traiter le cas A = Z.



36 P. Deligne

Preuve pour A = Z. On montrera que la composée g — f — g (resp.
f — g — [) des transformations données par (7.9.1) et (7.9.2) est 'identité.
Nous ne considererons que g — f — ¢g. Le cas f — g — [ se traite de
meéme et est laissé au lecteur.

L’image de g par g — f — g est

> (—=1)m—m’ Indg:,xsm_m, (IndSZ:,xsm,_ Lgm ®1)® 5) =

m’ <m’<m m
Z (_1)m7m Indg,,mn// xS [— xS (g(m”) ® ]' ® E) =

’
m m—m
m’ <m’'<m

> mddr,.s, ., (9m")e

m’ <m m—m'’
m_m/ Sm_m//
(=1) Indg” ™ s, . (1©¢€)
m’ <m’<m

Le terme pour m” = m redonne g, et les autres sont nuls:
Lemme 7.10 Pour ¢ >0, on a dans R(Sy)

Y (=) mdg, s, (10e) =0,
0=

Preuve Rappelons que le produit tensoriel d’une famille finie de com-
plexes L, (a € A) est défini indépendamment du choix d’un ordre total sur
A. Un ordre total définit un isomorphisme de la somme | ® L,| des com-

posantes du produit tensoriel avec ®|L,|, cet isomorphisme étant modifié

|B
par des signes quand I'ordre change. Si on pose or(B) := A Z et, pour

nc ZA, B(n) :={a € A|n, est impair}, on a canoniquement

@ Lol = > (9L3)) @ ox(B(n)).

Soient A = {1,...,¢}, et K le complexe k_~ k réduit aux degrés 0 et 1.
Il est acyclique. Si A est non vide, le complexe K®4 est acyclique. Il
est muni d’une action de S, et, pour £ = ¢’ + ¢”, sa composante de degré
0" est canoniquement isomorphe a Indgz/xsw(l ® ). Exprimant que la
caractéristique d’Euler-Poincaré est nulle dans R(S;), on obtient 7.10.

Soient ng un entier >0, ¢ une classe de conjugaison dans S,,, et, pour
n>ng, notons encore c la classe de conjugaison de S,, qui en est 'image par
I'inclusion naturelle de S,,, dans S,,.

Corollaire 7.11  Soient ¢ un entier, et X\ une partition de £. La valeur en
¢ du caractére de la représentation virtuelle {\},, de S,,, définie pour n>no,
est polynomiale en n.
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Preuve Si yy. est le caractére de la représentation virtuelle [¢(]* de S,, x Sy,
et y celui de la représentation A de Sy, la valeur en ¢ du caractere de {A},,
est

7 X600 (0).

Par 7.8, il suffit donc de prouver pour tout o dans Sy, et tout m</¢, la
valeur en (¢, o) du caractere de
Indg! XSt s, ((m] ©¢)

est polyndémiale en n. L’induction de H a G d’un caractere de H est une
somme indexée par G/H de son image sur les conjugués de H. Il suffit dans
notre cas de traiter chaque terme séparément, et ceci nous ramene a vérifier
que pour ¢’ dans S,,, la valeur en (¢,0’) du caractere de la représentation
[m] de S, XS, est polyndmiale en n. Cette valeur est le nombre d’injections
de {1,...,m} dans {1,...,n} telles que c¢f = fo’. Si U (resp. Y) est la
partie de {1,...,m} (resp. {1,...,n}) non fixe par ¢’ (resp. c), c’est le
produit du nombre d’injection fi de U dans Y telles que cf; = fi0’, par le
nombre d’injection de {1,...,m} — U dans {1,...,n} — Y. Le premier est
indépendant de n, le second polynomial en n.

Mise en garde: le polynéme de valeur en n>ng le caractere de {A},, en ¢
n’est pas nécessairement nul en les entiers n < ng tels que la représentation
virtuelle {A},, soit nulle.

7.12. Soit U un ensemble fini. Nous nous proposons de lui associer un
complexe multiple K (U) dans Rep(S;, k) a multidegrés dans ZY, dont
seules les composantes de multidegré dans {0, 1}V sont non nulles. “Comple-
xe multiple” est ici pris au sens que les différentielles d,, (v € U) commutent.

Un multidegré dans {0, 1}V est la fonction caractéristique d'une partie
P de U. La composante correspondante est [U — P], et si u ¢ P,

dy: [U—P] — [U—P— {u}]

est res;, pour j Uinclusion de U — P — {u} dans U — P.

Un complexe multiple K & multidegrés dans ZY définit un complexe sim-
ple associé sK. Un ordre total sur U fournit un isomorphisme [sK| ~ |K|
entre les espaces sous-jacents, mais cet isomorphisme est modifié par des
signes quand l'ordre change. Avec les notations de 7.10, on a canonique-
ment

sK|~ Y K™ @or(B(n)).
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Si K(U) est sK(U)’, on a donc
|sK| ~ Z[U — Pl ® or(P).

Le groupe symétrique Sy agit sur K (U). Utilisons cette action pour
décomposer K (U) (cf. 1.10.3):

K(U)= P KU)»® .
[A|=¢

Si ¢ est un entier n>0, 'image de K(U) dans Rep(S,,) est munie d’une
action de Sy: c¢’est un complexe de S,, x Sy-modules. Pour U = {1,...,¢},
sa caractéristique d’Euler-Poincaré est donnée par (7.8.1):

x(image de K(U))=[¢]* dans R(S,, X S¢), (7.12.1)
d’ou résulte que

x(image de K(U)x)={A}, dans R(S,). (7.12.2)

7.13. Questions

(i) Sit n’est pas un entier >0, le complexe K (U) n’a-t-il de cohomologie
qu’en degré 07

(ii) Sit est un entier n, 'image de K (U), dans Rep(S,,) est-elle acyclique
si {A\}n =07 Sin=|\+b— A —1(b=1), est-elle acyclique sauf en
degré a := A}, avec H* = {\}}'?

J’ai seulement pu vérifier que si n>2¢, 'image de K(U) et donc des
K(U)x n’a de cohomologie qu’en degré 0.

8 La Propriété Universelle de Rep(S;, A)

8.1. Soit 7 une catégorie a produit tensoriel ACU. Si l'objet T de T
admet un dual, la construction habituelle associe a une structure d’algebre
pw: TR®T — T un morphisme trace Tr: T — 1. Le Hom interne Hom(T,T)
est en effet défini (3.2), et Tr est le composé de la “multiplication & gauche”
s: T — Hom(T,T) image inverse de u: T ® T — T par (3.2.1) et de la
trace (3.3.1). D’apres (3.2.3) et (3.3.1), Tr est le composé

é T ev
Tr: TS TeToT s T =TT —+1.  (8.1.1)
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8.2. Notons X l'objet [1] de Rep(St, A). Pour tout ®-foncteur ACU A-
linéaire F' de Rep(St, A) dans une catégorie pseudo-abélienne A-linéaire 7
a produit tensoriel ACU, l'objet T'= F(X) de 7 hérite des propriétés suiv-
antes de X: il admet un dual, est de dimension ’endomorphisme ¢: 1 — 1
de 1, est muni d’une structure d’algebre ACU, et si Tr est la trace corre-

spondante, Tr(zy): T® T -1 fait de T son propre dual.

Proposition 8.3 Le foncteur F +— F(X) est une équivalence de la catégo-
rie des ®-foncteurs de Rep(St, A) dans T avec la catégorie des objets T
comme ci-dessus et de leurs isomorphismes.

En d’autres termes, la donnée de T' se prolonge en celle d’un ®-foncteur
F de Rep(St, A) dans 7 tel que F(X) =T, et ce prolongement est unique
a isomorphisme unique pres.

Preuve La catégorie Rep(S, A) est Uenveloppe pseudo-abélienne de la
sous-catégorie pleine des X®V. En effet, X®Y est somme directe des [U/R]
pour R une relation d’équivalence sur U. Partant de T, il suffit donc de
montrer Iexistence et 1'unicité du prolongement F aux X©®U.

Dans Rep(S:, A), Hom(X®Y 1) = Hom(®[U/R],1) est le A-module li-
bre de base les partitions de l'ensemble U. Par autodualité de X,
Hom(X®Y, X®V) a de méme pour base les partitions de U 1 V. Soit [P] le
morphisme défini par la partition P. On a

[Pl =@ (X8UNP M, x ™, xevnP), (8.3.1)

le produit tensoriel étant étendu aux parts de P, m étant un produit itéré, et
m’ le transposé d'un produit itéré. Pour [P]: X®V — X®V et [Q]: X®V —
X@W soient (@, P) la partition de U1V uW engendrée par P et ). Sa
trace sur UV (resp. V 11 W) est plus grossiere que P (resp. @), et elle est
la plus fine & avoir ces propriétés. Soient (Q,P); y sa trace sur UnW
et n le nombre de parts de (Q,P) contenues dans V. On a

Qo [Pl =t"[(QP)yuwl- (8.3.2)

En particulier, pour U = V = W, End(X®Y) est 'algebre de partitions
considérée par T. Halverson et A. Ram (2003).

Pour vérifier (8.3.1) et (8.3.2), le plus simple est de se ramener au cas
de Rep(Sr), ot X®U est libre de base les applications f: U — I, et ou
[Pl(ef) est ey, la somme étant étendue aux g tels que fug: UnV — I
soit constant sur les parts de P.
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Pour T comme en 8.2, un ®-foncteur ACU A-linéaire de Rep(St, A) dans
T envoyant X sur T doit envoyer X®V sur T®Y et [P]: X®V — X®V sur
le produit tensoriel [P]" des composés de multiplications et multiplications
transposées

[Plr = (T®(UﬁP) T — T®(Vﬁp)) . (8.3.3)
P

Il est donc déterminé (a isomorphisme unique pres) par T'. L’existence d’un
tel foncteur, et 8.3, résultent du

Lemme 8.4 Pour T comme en 8.2, le composé de morphismes [Plr est
donné comme en (8.3.2) par

[Qlr[Plr =t" (@, P>UHW]T . (8.4.1)

Pour tout objet Y de 7 muni d’une autodualité symétrique, I’application
Hom(Y®Y Y®V) — Hom(Y®V IV 1)

QUIIV QU v ®Y® oy v e’
f— ()Y =Y®YRY®V ' — YoV g y®V —— 1

est bijective. Cette construction est duale de (3.2.4). On laisse au lecteur
le soin de vérifier que ce codage f +— (f) a les propriétés suivantes.

Lemme 8.5 (i) Le code de gf: Y®U — Y&V — YOW est le composé

yoU g yow LG L2 SN Y% @ V8V g yOW

(Heg)
— 1.

(i) Le transposé fi': YOV — YOU de f: YU — Y&V ¢ le méme code
que f.

(iii) Pour f: Y®U — YOV et g: YOW — YOV e code de g'f: YU —
YOW est le composé

6V®V
Y®U ® Y®W & Y®V ® Y®V — 1.

8.6. Nous appliquerons 8.5 & T, muni de son autodualité symétrique
Tr(xy). En 8.6 et 8.7, nous utiliserons seulement que 'autodualité est
de la forme 7pu: T ® T — T — 1 pour un morphisme 7: 7' — 1.

Le code du produit itéré m,: T®P — T est

® mP®T 13 T
T™ps1: TP QT ——TQRQT ——T —— 1.
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D’apres 8.5 (ii) (iii), le code du composé du produit itéré m,, et du transposé
my, du produit itéré m, est
®
Tprg: TP @ T N ror L1 —T51.

Le code d’un produit tensoriel étant le produit tensoriel des codes, le code
de [P]7: T®U — T®V est

mp

code [Ply = @(T®F ——= T —— 1), (8.6.1)
le produit étant étendu aux parts P C UV de P et mp étant le produit
itéré TP — T

Pour calculer le code de [Q]r[P]r par 8.5 (i), il nous reste & calculer

Peffet sur un morphisme (8.6.1) d’un “contraction”: composition avecd: 1 —
T®T. Cest ce qui est fait dans les lemmes qui suivent.

Lemme 8.7 Le composé

THp+1&T fg+1

T®P @ T®1 —2 5 T€p o T o T @ T®1 1 (8.7.1)
est Thpiq-
Preuve D’apres 8.5 (i) (i), (8.7.1) est le code du composé du morphisme

my: T® — T, de code Tm,1, et du transposé du morphisme my: 7% —
T, de code Tmg41. Calculons ce code par 8.5 (iii): (8.7.1) est

P® q T
TMptq: T @ T N pgr LT 51,
Lemme 8.8 Le composé
12 Ter 5T (8.8.1)
est l'unité de T.
Preuve Le code de I'unité u: 1 — T de T est le composé
u@T 1 T
T=1T —TQT ——T ——1,

égal & 7. Un morphisme de T®7 dans 1 étant son propre code, il résulte de
8.5 (ii) que u et 7 sont transposés 'un de l'autre.
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La trace Tr est le composé (8.1.1). Par associativité de u, c’est encore
le composé

T®(8.8.1 ,
T=T®1 S NP L 1,

i.e. le code de (8.8.1). Les codes T de I'unité et Tr = 7 de (8.1.1) sont donc
égaux; 8.8 en résulte.

8.9 Preuve de 8.4 D’apres 8.5 (i), le code de [Q]r o [P]r est déduit du
produit tensoriel des codes (8.6.1) de [Q]r et [P]r:

(T°Y 0 T®) @ (T®Y @ T*V) — 1 (8.4.1)

par une série de “contractions”: 1 — T'®T indexées par V. Il se décompose
selon les parts R de (P,Q). pour chaque part R, si U’, V', W' sont les
traces de R sur U, V, W, le facteur correspondant TOU @ TOW' 1 est
déduit du facteur

(157" @1*") @ (T5V e TV") -1

de (8.4.1) par des contractions analogues, indexées par V'. Si R rencontre
U ou W, une application itérée de 8.7 et 8.8 montre que le résultat est 7m,
pour m le produit itéré TOU @ TOW' T, Sinon, une application itérée
de 8.7 et 8.8 fournit finalement

1 rer L1251,

égalaevd=dim T =t.

8.10. Supposons la catégorie 7 tensorielle sur k. On dispose alors de
rudiments de géométrie algébrique dans 7 (Deligne 1990). Soient T comme
en 8.2, I := Spec(T), et St le T-schéma en groupe des automorphismes de
I. C’est le sous-groupe fermé de GL(T') (voir 10.8) qui respecte la structure
d’algebre yu: T®T — T de T. Pour tout 7-schéma Y, S1(Y') est le groupe
des automorphismes du Y-schéma Iy :=1x Y.

Soit Rep(Sr) la catégorie des représentations p: St — GL(V') de Sy sur
un objet de 7. C’est une catégorie tensorielle sur k et, par construction, 7'
en est un objet. Le ®-foncteur Rep(S;, k) — 7: X —— T construit en 8.3
se factorise donc par le foncteur analogue

Rep(Si, k) — Rep(S1): X — T (8.10.1)

suivi du foncteur d’oubli de Rep(St) dans 7. On notera [U]r 'image de [U]
par (8.10.1).
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En 8.20, nous introduirons une sous-catégorie pleine Rep(St,e) de
Rep(St) par laquelle se factorise (8.10.1). Elle est plus naturelle que Rep(St),
mais inutile pour I'instant.

Proposition 8.11 Le ®-foncteur (8.10.1) de Rep(St, k) dans Rep(St) est
surjectif sur les Hom.

Puisqu’'un ®-foncteur commute aux Hom et respecte I’isomorphisme de
Hom(V, W) avec Hom(1, Hom(V, W)), il suffit de vérifier la surjectivité 8.11
pour Hom(1, [U]). En d’autres termes, il suffit de vérifier que les invariants
de St agissant sur [U]r sont réduits & 'image du morphisme 1 — [U];
unité de l'algebre [U];. La preuve sera donnée en 8.18. Elle paraphrase
Parguments trivial suivant, qui s’applique & Rep(S7). On veut prouver que
toute fonction Sr-invariante f sur Inj(U, I) est constante, i.e. que f prend
la méme valeur sur deux injections ji,jo: U — I. Si W = j1(U) uja2(U),
J1 et jo se factorisent par j1,j5: U — W suivisde j: W < [. 1l existe une
permutation o’ de W qui transforme jj et j5. Prolongeant ¢’ en o € Sy,
on obtient o qui transforme j; en jo et garantit que f(j1) = f(jz2)-

8.12. La structure de I. Rappelons quun sous-schéma fermé dun
T-schéma Spec(A) est un 7-schéma Spec(A/a), pour A/a un quotient de
A. Tl est dit ouvert et fermé si I'idéal a est engendré par un idempotent, i.e.
s'il existe e: 1 — A idempotent pour la multiplication de A tel que a soit

I'image de la “multiplication par ¢”’: A=A®1 Ae, AA— A. Si

tel est le cas, 'idempotent e est unique, et il existe un unique sous-schéma
fermé Spec(A/b) de Spec(A), le complémentaire de Spec(A/a), tel que

Spec(A/a) u Spec(A/b) ™, Spec(A).

L’idéal b est engendré par 'idempotent 1 — e. Les idempotents de 1'algebre
ACU A formant une algebre booléenne, on dispose pour les sous-schémas
ouverts et fermés du calcul booléen habituel.

Lemme 8.13 La diagonale de I x 1 est un sous-schéma ouvert et fermé.

Preuve Dans Rep(S;, k), 'isomorphisme de X®U avec le produit des
[U/R] est compatible aux structures d’algebres (vérification directe, ou
par réduction au cas de Rep(S7)). De plus, pour U = {1,2} et R la
relation d’équivalence grossiere, pour laquelle [U/R] ~ X, la projection
X®2 — [U/R] = X est le produit, de sorte que Spec(U/R) est la diagonale
de Spec(X)?, et que Spec(X)? = Spec([2]) 1 diagonale.
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Appliquant le ®-foncteur 8.10.1, on a déduit que
I? = Spec([2]r) IT diagonale.
Cette décomposition prouve 8.13.

Par image inverse, les diagonales de IV sont elles aussi ouvertes et
fermées.

Dans la décomposition Spec(X)V = 1 Spec([U/R]), les Spec([U/R])
pour R non discret sont contenus dans une diagonale, et chaque diagonale
est somme disjointe de tels Spec([U/R]). Appliquant 8.10.1, on a donc

Lemme 8.14  Le sous-schéma Spec([U]1) de 1Y est le sous-schéma ouvert
et fermé complément des diagonales.

Pour Y un 7-schéma, deux sections s, t de Iy = I x Y/Y, définies
par s, t': Y — I, sont dites disjointes si (s',t'): Y — I? se factorise par
le complément de la diagonale. Deux sections quelconques sont disjointes
sur un sous-schéma ouvert et fermé de Y, et égales sur son complément.
D’apres 8.14, Spec([U]1) représente le foncteur

Y — {famille (s,)yuecu de sections disjointes de Iy }.

Ceci justifie la notation Inj(U, I) := Spec([U]x).

8.15. Le 7-schéma I x Inj(U,I) représente donc le foncteur Y +— {sections
(Su)ucu €t sg de Iy, les s, étant disjointes}. Il se décompose en U copies de
Inj(U,I), données par so = s, (u € U), et un reste Inj(U 1 {0},I). Chaque
copie de Inj(U, I) se projette isomorphiquement sur le deuxieme facteur, et
Iiyju,1) est donc somme disjointe de sections indexées par U, et d'un reste.
Une permutation de U définit un automorphisme de I,j1) qui permute
ces sections et est l'identité sur le reste. Ceci définit

Sy — Si(Inj(U, I)). (8.15.1)

Plus généralement, sur toute base Y, la donnée de sections disjointes
($u)uev de Iy définit un morphisme

Sy — S(Y), (8.15.2)

dont (8.15.1) est le cas universel.

Lemme 8.16 Pour tout T -schéma 'Y = Spec(A) et toute “fonction” f sur
Inj(U, 1)y, i.e. tout f: 1 — A®[Ul, si f est invariante par St, alors aprés
tout changement de base Z — Y et pour toutes sections s, t de Inj(U, 1) /Z,
on a f(s) = f(t).
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Notation: f(s) est la fonction sur Z image inverse de f par
7 ——nj({U,I); —— Inj(U,I)y .

Preuve La donnée de s, t est celle de deux familles de sections disjointes
de Iz, indexée par U. Découpand Z en parties ouvertes et fermées, on se
ramene a supposer que pour chaque u,v € U, s, et t, sont soit égales, soit
disjointes: il existe un recollement de U et U en W, et une famille disjointe
de sections indexées par W, qui induise s et t. Les deux copies de U dans W
sont transformées I'une de 'autre par une permutation de W, et on conclut
par (8.15.2) appliqué a W.

Corollaire 8.17 Une fonction f comme en 8.16 provient d’une fonction
surY, i.e. de f: 1 — A.

Preuve Si Inj(U,I) est vide, i.e. si [U]f = 0, 'assertion est triviale. Si
Inj(U,I) est non vide, J := Inj(U,I)y est fidelement plat sur Y, et la
conclusion de 8.16, dans le cas universel ou Z = J xy J, dit que les deux
images inverses de f sur J xy J coincident. La preuve usuelle de la descente
fidelement plate (SGA 1 VIII 1.1, 1.5) donne que le systéme cosimplicial
d’algebres affines O((J/Y)™) est une résolution de A, et 8.17 en résulte.

Corollaire 8.18 Les invariants de St agissant sur [Ulr sont réduits a
limage de lunité 1 — [Ulr.

Soit V l'espace des invariants. Prenons A = Sym(V™*) et la fonction
fi1L5V'eVcAe UL

Si (1) € V est 'image de I'unité, 8.17 assure que f se factorise par A® (1),
donc parVY ® (1): l'identité de V' se factorise par (1), et V = (1). Ceci
conclut la preuve de 8.11.

Proposition 8.19 Quel que soit t, la ®-catégorie Rep(S, k) admet un
plongement pleinement fidele dans une catégorie tensorielle sur k.

Si ¢ n’est pas un entier >0, la catégorie Rep(St, k) est tensorielle sur k
(2.18), et 8.19 est trivial. On peut donc supposer, et on supposera, que
t est un entier n>0. Dans ce cas, le plongement 8.19 est nécessairement
dans une catégorie tensorielle qui n’est pas semi-simple: le foncteur naturel
dans Rep(S,,) n’est pas fidele (il annule [U] pour |U| > n), il y a donc dans
Rep(S¢) des morphismes négligeables non nuls (6.2), leur image est encore
négligeable, et on applique 5.7.
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Construction Dans la catégorie Rep(S_1, k), soit T' ’algebre produit de
[1] et de n+ 1 copies de I'algebre 1. Elle vérifie les hypotheses de 8.2: on a
dim(T) =dim([1]) +n+1=—-14n+1=n =t et les autres hypotheses
sont vérifiées par [1], par 1, et sont stables par produit.

Posons I := Spec(T') et considérons le ®-foncteur (8.10.2) de Rep(St, k)
dans Rep(St,¢) défini par T. D’apres 8.11, ce foncteur est surjectif sur les
Hom. Reste a voir qu'il est injectif sur les Hom. Comme dans la preuve
de 8.11 (lignes suivant 8.11), il suffit de le vérifier pour Hom(1, [U]): il
s’agit de montrer que l'unité de 'algebre [U]y est non nulle, i.e. que le
Rep(S_1, k)-schéma Inj(U,I) est non vide. Il contient en effet le schéma
non vide Inj(U, Spec([1])) = Spec([U] dans Rep(S_1, k)).

8.20. Soient 7 une catégorie tensorielle sur k et 7 son groupe fonda-
mental (Deligne 1990) 8.13. Ce 7-schéma en groupe agit fonctoriellement
sur tout objet de 7, et laction est compatible au produit tensoriel. En
particulier, pour I = Spec(T") comme en 8.10, l'action de 7 sur T définit
un homomorphisme : © — Sy, et T appartient a la sous-catégorie pleine
Rep(St, ) de Rep(St), d’objets les représentations p de St sur un objet V/
de 7, telle que l'action poe de 7 sur V soit 'action canonique de 7 sur V.
Par 8.3, le foncteur (8.10.1) de Rep(S;, k) dans Rep(S1) se factorise par

Rep(St, k) — Rep(St, €). (8.20.1)

Pour X dans 7, l'action triviale de St sur X fait de X un objet de
Rep(St). Cet objet n’est dans Rep(.St,€) que si 'action canonique de 7 sur
X est triviale, i.e. que si X est une somme de copies de 1 (loc. cit. 8.18).

Je conjecture que Rep(Sy,e) n’est autre que la sous-catégorie pleine de
Rep(Sy) d’objets les sous-quotients de sommes de puissances tensorielles de
T.

Conjecture 8.21. Soit F un ®-foncteur ACU de Rep(St, k) dans une
catégorie tensorielle T sur k. Comme en 8.2 et 8.10, soient T := F(X) et
I := Spec(T). Soit Fy le foncteur (8.20.1) de Rep(S, k) dans Rep(St,e€)
par lequel se factorise F'. Je conjecture que

(8.21.1) Sit n’est pas un entier >0, le foncteur Fy est une équivalence.

(8.21.2) Sit est un entier n>0, la catégorie Rep(St, €), munie du foncteur
Fy: Rep(Si, k) — Rep(Sy,e) est équivalente a 'une des suivantes:

(a) Rep(S,), munie du foncteur naturel de Rep(St, k) dans Rep(S,,);

(b) celle construite en 8.19 complété par 8.20, i.e. Rep(Si,e) pour T
I'objet [1] & 1"t de Rep(S_1, k).
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9 Groupes Orthogonaux

Les séries des groupes orthogonaux O(n) et des groupes linéaires GL(n)
donnent lieu a des résultats analogues a ceux expliqués pour les S,,. Nous
traitons ici du cas des groupes orthogonaux, et dans la section suivante
du cas des groupes linéaires. Pour des formules de dimension paralleles a
(7.4.1) et & 7.5, nous renvoyons & (Deligne 1996).

9.1. Soit X un espace vectoriel de dimension n sur £ muni d’une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée B, et soit BY € X ® X la forme
bilinéaire duale. D’apres le premier théoreme fondamental de la théorie
des invariants pour O(X), tout invariant de O(X) dans X®Y (U un en-
semble fini) est combinaison linéaire des invariants obtenus comme suit:
prendre une partition de U en parts a 2 éléments, pour chaque part pren-
dre l'invariant B¥ € X @ X, et prendre le produit tensoriel de ces B. De
plus, pour n>|U|/2, ces invariants sont linéairement indépendants.

L’autodualité de X permet d’identifier Hom(X®V, X®V) 3 x®ULV)
et, dans la catégorie des représentations de O(X), Hom(X®V X®V) =
Hom(1, Hom(X®Y, X®V)) aux invariants de O(X) dans X®WUIV)  Ce qui
précede fournit une famille génératrice de Hom(X®Y, X®V) paramétrée
par un ensemble indépendant de X et de n. C’est une base si n>(|U| +
|[V])/2. Explicitons: une partition P en parts a 2 éléments de UnV
s’identifie & la donnée de décompositions U = U vU”, V = V' u V" (réunion
disjointes), d’une bijection U’ ~, V', et de partitions en parts & 2 éléments
de U"” et de V”. La partition de U” (resp. V") fournit un morphisme
X®U" 1 (resp. 1 — X®V") produit tensoriel de morphismes B: X ®
X — 1 (resp. BY: 1 — X ® X), et le morphisme de X®U dans X®V
correspondant a P est le composé

XU = xOU @ x®U"  x8U' ~ xoV' , xoV' g x&V" = xeV,

Cette description rend claire qu’a la somme disjointe d’ensembles et de
partitions correspond le produit tensoriel de représentations et de morphi-
smes.

Représentation graphique: le générateur de Hom(X®Y, X®V) correspond-
ant a P est représenté par un ensemble de points indexés par U en premiere
ligne, un ensemble de points indexés par V' en seconde ligne, et, tracés entre
les lignes, des traits joignant les points dans la méme part de P. Exemples:

L
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sont respectivement l'identité de X, B: X @ X - let BY: 1 - X ® X.
Dans cette représentation graphique, la composition des morphismes

correspond a joindre les graphes, a omettre les cercles qui apparaissent, et,

si k cercles étaient apparus, & multiplier le résultat par n¥. Exemple—clé:

O = n fois I'identité de 1

(qui représentée par une page blanche). Autre exemple: le composé

est n fois 'identité de X.

La composition est donc donnée par une formule polyndémiale (& coeffici-
ents entiers) en n. Remplacant n par une indéterminée 7', on obtient la
catégorie a produit tensoriel ACU librement engendrée par un objet muni
d’une autodualité symétrique:

Définition 9.2 Repy(O(T)) est la catégorie Z|T|-linéaire suivante:
objets: ensembles finis. On note ng)U r
de Rep,(O(T)).

ensemble fini U, vu comme objet

Hom(XJY, X$Y): le Z|T]-module libre de base les partitions de UtV en
parts a 2 éléments.

composition: comme en 9.1, avec n remplacé par T
La somme disjointe d’ensembles finis munit Rep,(O(T")) d’un produit
tensoriel ACU rigide.

9.3. Pour A un anneau commutatif et ¢ € A, on notera Repy(O(t), A) la
catégorie A-linéaire déduite de Repy(O(T")) en gardant les mémes objets et
en prenant pour groupes Hom ceux déduits des précédents par ’extension
des scalaires Z[T] — A, T +— t. On notera Rep,(O(t), A) celle qui s’en
déduit par adjonction formelle de somme directes, et Rep(O(t), A) son en-
veloppe pseudo-abélienne. Ces catégories sont encore munies d’un pro-
duit tensoriel ACU rigide, déduit de celui de Repy(O(T)), et elles vérifient
End(1) = A. La catégorie Rep,(O(t), A) a la propriété universelle suivante:
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Proposition 9.4  Soit A une catégorie A-linéaire a produit tensoriel ACU
et telle que End(1) = A. Le foncteur F — F(Xy) est une équivalence de

(a) la catégorie Hom% (Rep,(O(t), A), A) des ®@-foncteurs A-linéaires, avec
(b) la catégorie des objets de A de dimension t munis d’une autodualité
symétrique, et de leurs isomorphismes.

Le méme énoncé vaut avec Rep; (resp. Rep) si A est additive (resp.
pseudo-abélienne).

9.5. Pour chaque entier n, définissons comme suit un triple (G, e, X) ou
G est un super groupe, € est un élément de G d’ordre divisant 2 tel que
Pautomorphisme intérieur int(e) induise sur O(G) sa graduation modulo 2,
et X est une (super) représentation de G de graduation modulo 2 définie
par 'action de ¢, i.e. X est un objet de Rep(G,¢). Selon la valeur de n, on
prend:

nz0: O(n), Ulidentité de O(n), la représentation
évidente;

n=-2m<0: Sp(2m), —1, la représentation évidente, considérée
comme purement impaire;

n=1-2m<0: OSp(l,2m), la matrice diagonale (1,—1,...,—1),

la représentation évidente.

Dans chaque cas, on a dim(X) = n, X est munie d’'une autodualité
symétrique, la catégorie Rep(G, €) est semi-simple, et le foncteur Xg — X
de Rep(O(t), k) dans Rep(G, €) est surjectif sur les Hom. La derniere as-
sertion reformule le premier théoreéme principal de la théorie des invariants
pour O(n), Sp(2m) et OSp(1,2m). Le cas de OSp(1,2m) est traité dans
I’appendice, qui contient aussi une nouvelle preuve de la complete réducti-
vité des super représentations de OSp(1,2m). Répétant la preuve de 6.2,
on obtient le théoreme suivant.

Théoreme 9.6 Supposons que t soit un entier n. Alors, avec les nota-
tions ci-dessus, le foncteur Xo — X de Rep(O(t), k) dans Rep(G, €) induit
une équivalence

Rep(O(t), k)/ (négligeables) — Rep(G, ).

L’algebre des endomorphismes de X", dans Rep(O(t), k), est I'algebre
de Brauer D, (t). D’apres H. Wenzl (1988), si ¢ n’est pas un entier, c’est
un produit d’algebres de matrices. Il en résulte que
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Théoréme 9.7 (H. Wenzl — au langage pres) Sit nest pas un entier, la
catégorie Rep(O(t), k) est abélienne semi-simple. C’est donc une catégorie
tensorielle.

Preuve Puisque t # 0, 1 est un facteur direct de Xg ® X, et X(?("_Q)
est donc un facteur direct de X ™. Soit (S;) un systeme de représentants
des classes d’isomorphie de D, (t)-modules simples, de sorte que D, ~.
[T End(S;). La structure de D,,(t)-module de X" fournit une décomposi-
tion ng” = @Y; ® S; de ng” en somme d’objets Y; tels que End(Y;) = &
et que Hom(Y;,Y;) = 0 pour i # j. Puisque ng”/ est un facteur di-
rect de ng” si n’ <n est de méme parité que n, chacun de ces ng”’ est
somme de copies de Y;. Répétant ’argument pour X(()X) (nfl), observant que
Hom (XS, X&) = 0 si p et ¢ n’ont pas la méme parité, et prenant n de
plus en plus grand, on obtient un systeme d’objets simples en lesquels se
décompose tout objet de Rep(O(t), k).

Dans le langage catégorique, la preuve que H. Wenzl donne de la semi-
simplicité de D,,(t) peut étre présentée comme suit.

Proposition 9.8

(i) Sit n’est pas un entier, ou est un entier de valeur absolue |t|>n—1, la
sous-catégorie pseudo-abélienne Rep(O(t), k)™ de Rep(O(t), k) engen-
drée pas les XSM pour i <n est semi-simple. Plus précisément, elle
contient des objets Yy, indexés par les partitions des entiers <n, tels
que End(Y)) = k, que Hom(Y),Y),) = 0 pour X # 1, et que tout objet
soit somme de copies des Yy;

(ii) Si t n’est pas un entier, ou est un entier de valeur absolue |t|>n,
la forme bilinéaire Tr(uv) sur D, (t) = Hom(X{", X$™) est non
dégénérée.

Preuve On construit les Y et on prouve (i) et (ii) par récurrence sur n.
De I’hypothese que (9.8); est vrai pour i < n, il s’agit de déduire (9.8),.
Sin = 0, Rep(O(t))™ est réduite aux multiples de 1, et on vérifie (7)o
en prenant Yy = 1 pour A la partition vide de l'entier 0. Pour n = 1,
prendre en outre Y(1) = Xo. On a Dy(t) = Di(t) = k, la forme trace étant
respectivement uv et tuv, et ceci vérifie (ii), pour n =0 ou 1.

Supposons que n>2. L’autodualité de Xy permet d’identifier entre eux
les Hom(XP, X39) pour p + ¢ = a, et les formes bilinéaires Tr(uv):

Hom (X7, X&) @ Hom (X, XZP) — k
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se correspondent par ces identifications (3.4). L’hypothese de récurrence
assure donc que les formes bilinéaires Tr(uv):

Hom (X", X&P) @ Hom(XZP, X&™) — k
sont non dégénérées pour p<n — 2. Pour |A| <n — 2, la forme
Hom(X$™, V) ® Hom(Yy @ X&) — k (9.8.1)

est non dégénérée, comme facteur direct de la précédente. On a End(Yy) = k
et (9.8.1) est dim(Yy).uv. La forme uv est donc non dégénérée et, par 3.9
(i), X$™ a une décomposition

X§"= @ Hom(Vx, X§") @ Ya® (X5")", avec (9.8.2)
Al <n—2
Hom(Yy, (X$™)*) = Hom((X$™)*,Yy) =0 (9.8.3)
pour [A[<n — 2. La nullité (9.8.3) vaut encore pour |A| = n — 1, car
Hom(Xng,Xg?q) = 0 si p et ¢ n'ont pas la méme parité.. Le groupe

symétrique S, agit sur X5 et sur (XJ")*. On vérifie que cette action
induit un isomorphisme

K[Sn] . Bnd (X§")").

Noter que le but est le quotient de D,,(t) par I'idéal des endomorphismes se
factorisant par un Xg)p pour p<n—2 ou, ce qui revient au méme, p<n — 1.
Comme en 5.3 on vérifie (i), en définissant les Yy pour |A| = n par

(XZM)* = DYy ®@ A\ (9.8.4)

(décomposition S,-équivariante). Les décompositions (9.8.2) et (9.8.4)
ramenent (ii), a
dim Y\ #0 pour |A| = n. (9.8.5)

H. Wenzl prouve (9.8.5) en calculant dim Yy a partir de la formule des
caracteres de H. Weyl, pour I'image de Y dans Rep(SO(2N + 1)) pour N
grand et t = 2N + 1: la dimension est donnée par un polynéme en ¢ qui ne
s’annule que pour ¢ entier de valeur absolue [t| < n.

10 Groupes Linéaires

10.1. Soient X un espace vectoriel de dimension n sur k et X son dual.
D’apres le premier théoreme fondamental de la théorie des invariants pour
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GL(X), tout invariant de GL(X) dans T(U,V) := X®V @ XV®V (U et V

ensembles finis) est combinaison linéaire des invariants obtenus comme suit:

prendre une bijection de U avec V/, et le produit tensoriel de §: 1 — X ®@ XV

correspondant. Pour n>|U|, ces invariants sont linéairement indépendants.
L’isomorphisme naturel

Hom(T(U, V), T(U", V")) = Hom(1, T(V uU’,UuV")) (10.1.1)

fournit alors une famille génératrice de ’espace vectoriel des morphismes de
représentations de T'(U, V') dans T'(U’, V'), qui est une base si n>|V uU’|.

Représentation graphique: le générateur de Hom(T(U, V), T(U’, V")) corres-
pondant & la bijection ¢ de V U’ avec UV’ est représenté par

a) en premiere ligne, un ensemble de points notés e indexés par U et un
ensemble de points notés o indexés par V;

b) de méme en deuxieme ligne, les points étant indexés par U’ et V';

c¢) entre les lignes, des traits joignant les points qui se correspondent
par .

Exemples:
QR *

sont respectivement l'identité de X, celle de XV, ev: XV ® X — 1 et
6: 1= XXV

Dans cette représentation graphique, la composition des morphismes
correspond a joindre les graphes, a omettre les cercles qui apparaissent, et,
si k cercles étaient apparus, & multiplier le résultat par n*. Exemple-clé:

'OO = n fois I'identité de 1

(représentée par une page blanche).

Le produit tensoriel correspond a la somme disjointe.

La composition est donc donnée par une formule polynomiale en n.
Remplacant n par une indéterminée 7', on obtient la catégorie a produit
tensoriel ACU librement engendrée par un objet et son dual:
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Définition 10.2 Repy(GL(T)) est la ®-catégorie Z[T]-linéaire suivante:

objets: paires d’ensembles finis U et V. On note ng ® Xg®v la paire
(U, V) vue comme objet de Repy(GL(T));

Hom(X2V @ Xy®V X2V @ Xy®V"): le Z[T]-module libre de base les bi-
jections de U1V’ avec VuU’;

composition: comme en 10.1, avec n remplacé par T

produit tensoriel: somme disjointe.

On définit Repy(GL(t),A), Rep,(GL(t), A) et Rep(GL(t),A) comme
en 9.3, mutatis mutandis. La catégorie Rep,(GL(t), A) a la propriété uni-
verselle suivante.

Proposition 10.3 Soit A comme en 9.4. Le foncteur F — F(Xy) est
une équivalence de Hom% (Repy(GL(t), A), A) avec la catégorie des objets
de A admettant un dual et de dimension t, et de leurs isomorphismes.

On a les mémes variantes qu’en 9.4 pour Rep, et Rep.

Pour n un entier >0 (resp. <0), notons € I’élément central 1 (resp.
—1) de GL(|n|), et X la super représentation k™l de GL(|n|), purement
de parité 0 (resp. 1). Répétant la preuve de 6.2, on obtient le théoreme
suivant, parallele a 9.6.

Théoréeme 10.4 Supposons que t € k soit un entier n. Le foncteur
Xo — X de Rep(GL(t), k) dans Rep(GL(|n|),€) induit une équivalence

Rep(GL(t), k)/(négligeables) — Rep(GL(|n|), ).

Théoréme 10.5 (parallele & 9.7) Si ¢ nest pas un entier, la catégorie
Rep(GL(t), k) est abélienne semi-simple. C’est donc une catégorie ten-
sorielle.

Plus précisément, on a

Proposition 10.6 (parallele a 9.8)

(i) Sit n’est pas un entier, ou est un entier de valeur absolue |t|>n—1, la
catégorie pseudo-abélienne Rep(GL(t), k)™ de Rep(GL(t), k) engen-
drée par les T'(p,q) := ngp ® X0V®q pour p + q<n est semi-simple.
Plus précisément, elle contient des objets Y, indexés par les paires
de partitions A, p avec [N + |u|<n, tels que End(Y),) = k, que
Hom (Y3, Vi) = 0 pour (A j2) # (N, ) et que pour p +g<n,
T(p,q) soit somme de Yy, avec |\ <p, |u|<q et p—q=|\— |yl
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(ii) Sit n’est pas un entier, ou est un entier de valeur absolue [t|>n, la
forme bilinéaire Tr(uv) sur Hom(X$™, X$™) est non dégénérée.

Preuve On procede par récurrence sur n comme en 9.8.

Sin =0, Rep(GL(t))™ est réduite aux multiples de 1 et on vérifie (i),
en prenant Yj g = 1 pour @ la partition vide de I'entier 0. Pour n = 1, pren-
dre en outre Y{1) g = X et ¥y (1) = X . La forme trace sur Hom(X§", X§")
est respectivement uv et tuv, et ceci vérifie (ii),, pour n =0 ou 1.

Supposons n>2. Sip—q # r—s, on a Hom(T'(p,q),T(r,s)) = 0. Sip—q =
r — s, tant Hom(T'(p,q),T(r,s)) que Hom(T'(r,s),T(p,q)) s’identifient a
Hom(X®™ X®™) pour m = p + s = ¢+ r, et Paccouplement

Tr(uv): Hom(T'(p,q),T(r,s)) ® Hom(T'(r,s),T(p,q)) — k (10.6.1)

correspond & la forme bilinéaire Tr(uv) sur End(X§™) par cette identificat-
ion.

Sip+g=netquer <pets<gqgp—qgq=r—s,onam<mn et
I'hypothese de récurrence (ii) assume que (10.6.1) est une dualité parfaite.
Si Al <p, [u] < qet que |A—|u|=p—gq, Yy, déja défini par récurrence,
est facteur direct de T'(|A[, |u|) et

TI'(U’U) : Hom(T(pv Q)a Y)\,ll«) ® Hom(Y)\,uv T(pv Q)) —k

est non dégénéré. Comme en 9.8, on en conclut que

T(p,q) = P NNt Hom(Va . T(p,0) ® Ya, @ T*(p,q)  (10.6.2)
avec
Hom (Y., 7" (p, ¢)) = Hom(T"(p, ), Ya,.) = 0 (10.6.3)

pour A, 1 comme en (10.6.2).
Le groupe S, x S, agit sur T*(p, q¢). On vérifie que cette action induit
un isomorphisme

k[Sp x Sq] = End(T™(p, q)).

Comme en (9.8.4), (i)
par

est vérifié si on définit Yy , pour |A| = p, || = ¢

n

T*(p,q) = Y2, @ A® 1 (10.6.4)

(décomposition S, x S,-équivariante). Pour vérifier (ii) pour n, il reste &
vérifier que si ¢ n’est pas un entier ou que |t|>n, pour toute partition A\ de
n, on a pour les facteurs Y} ¢ de X&™ =T(n,0) = T*(n,0) la non-nullité

dim(Yy 9) # 0. (10.6.5)
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Pour ¢ dans S,,, notons m(o) le nombre de cycles de 0. Les Yy :=Y) g
pour |A\| = n sont définis par la décomposition de X" en @Yy ® A, et on
a donc

dim Y, = %Z o) Tr(o, X&) = Pa(t) (10.6.6)

pour Py (T) le polynéme % S>M(o)T™@) . Pour calculer le polynéme Py, ap-
pliquons la méme formule dans la catégorie des représentations de GL(N),
N étant choisi assez grand pour que Ay41 = 0. La représentation Y) est
ici celle de poids dominant A, et sa dimension est donnée par la formule de
H. Weyl

I ===/ JI G- (10.6.7)

1<i<j<N 1<i<j<N

Posons r := Aj. Le quotient (10.6.7) se simplifie en

I II @-o-0-/ [I G-9] (068

1<i<r i+1<j<N i+1<j<N

Le i-iéme facteur est

I i-o-0-{ II -0+n/ I G-}

i+1<j<r r41<j<N i+1<j<N

et
(. 3=(N—=i+XN)...(N—i+1)/(\+7—1i)

Le quotient (10.6.7) est donc un polynéme en N. Il coincide nécessairement
avec Py (V) et (10.6.8) montre que les zéros du polynome Py, sont les entiers
de la forme j — i avec 1<j<)\;, i.e. sont les entiers dans l'intervalle [1 —
A7, A1 — 1. La non-nullité (10.6.5) en résulte.

Remarque 10.7. La dimension de Y) , est de méme donnée par une
formule polynémiale en ¢, dim Y3, = Py ,(t). Le polynéme P, est ex-
plicité dans (Deligne 1996). Ses zéros sont des entiers, et il donne lieu a des
phénomenes analogues a 7.5.

10.8 (parallele & 8.10 complété par 8.20). Soient 7 une catégorie ten-
sorielle sur k et X un objet de 7. Le foncteur qui & un 7-schéma Y =
Spec(A) attache le groupe des automorphismes du A-module X4 := A® X
est représentable par un 7-schéma en groupe, qu'on notera GL(X). Le
foncteur Y +— End (X 4) est en effet représenté par I'espace affine End(X),
i.e. par Spec(Sym*(End(X)Y)), et GL(X) est le sous-schéma fermé de
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End(X) x End(X) défini par 1'équation gh = Id: le noyau d’une double
fleche de End(X) x End(X) dans End(X).

L’action sur X du groupe fondamental m de 7 définit un homomor-
phismee: 7 — GL(X). Onnote Rep(GL(X), €) la catégorie des représentations
p: GL(X) — GL(V) de GL(X) sur un objet de 7 telles que poe soit 'action
canonique de 7 sur V. C’est une catégorie tensorielle sur k et, par construc-
tion, l'action de GL(X) sur X fait de X un objet de Rep(GL(X),¢e). Si X
est de dimension ¢, le ®-foncteur X — X de Rep(GL(t), k) dans 7 (10.3)
se factorise donc par le foncteur analogue

Rep(GL(t), k) — Rep(GL(X),e). (10.8.1)

Proposition 10.9 (parallele a 8.11) Le foncteur (10.8.1) est surjectif sur
les Hom.

Lemme 10.10 Sin # m, Homgrx)(1, X" @ XV¥™) = 0.

Un espace vectoriel de dimension finie sur k sera identifié a un objet de
T par V — V®1. Un espace vectoriel sera de méme identifié a un Ind-objet
de 7, et par 1a un schéma affine sur k£ & un schéma affine en 7. Exemple:
Gy, vu comme schéma en 7, représente le foncteur qui & Y = Spec(A)
associe le groupe multiplicatif de la k-algebre Hom(1, A).

Preuve On dispose d'un homomorphisme G,, — GL(X), qui envoie A
dans G,, sur la multiplication par A\. Sur X®" @ XV®™ Daction est par
AT Sin # m, les invariants sont donc réduits a zéro.

10.11. La crochet xy — yz fait de End(X) une algebre de Lie dans 7T,
que nous noterons gl(X). Comme classiquement, une action de GL(X) sur
un objet V' induit une action de gl(X), que 'on peut construire a partir
de Taction des groupes GL(X)(A) sur V4 = V ® A pour A un algebre
commutative dans 7 de la forme 1 @& M avec M? = 0.

Puisqu’'un ®-foncteur commute aux Hom respecte l'isomorphisme de
Hom(V, W) avec Hom(1l, Hom(V,W)), il suffit de vérifier la surjectivité
10.9 pour Hom(1, X§"™ ® Xy®™). Par 10.10, il suffit de considérer le cas
n = m, qui revient & la surjectivité de k[S,] — Endgrx)(X®"). Cette
surjectivité résulte de celle de

k[Sn] — Endgix) (X ") (10.11.1)

Pour n = 1, (10.11.1) affirme que les seuls endomorphismes de X qui
commutent & l'action de gl(X) sont les multiples de 'identité. On montrera
plus précisément que le commutant de gl(X) dans End(X), i.e. le centre
de End(X), est 'image du morphisme “unité”: 1 — End(X).
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Lemme 10.12 Pour tout objet Y d’une catégorie tensorielle, le centre de
End(Y) est réduit a Uimage de l'unité 1 — End(Y').

Preuve Lecrochet| ]:&nd(Y)®End(Y) — End(Y) fournit par déplace-
ment du premier facteur de gauche a droite un morphisme

End(Y) — End(Y)" @ End(Y) (10.12.1)

dont le centre de End(Y) est le noyau. Le morphisme (10.12.1) est la
différence de deux morphismes analogues, déduits des multiplications a
gauche my et a droite my4. Représentation graphique, pour End(Y') identifié
aY @YY, représenté par e o, et End(Y)Y = (Y QYY) =YV QY représenté
par o e:

ms : .\(k/. mgq : PY O
b

donnant lieu aux morphismes End(Y) — End(Y)¥ @ End(Y)

et

O ©)

Réordonnant les facteurs au but, on reconnait dans ces morphismes les
morphismes Y @ YV =1 @Y Y'Y - Y Y'Y Y et Y @YY =
YRYV®1 =Y YY®Y ®Y". Il nous faut vérifier que leur différence a
pour noyau l'image de 6: 1 =Y ® Y.

Si Y = 0, l'assertion est triviale. Sinon, 'identité de Y est non nulle,
et 6: 1 - Y ®Y"Y, non nul, est un monomorphisme, de par la simplicité
de 'objet 1. Soit Z le conoyau de §. La filtration 1 C Y ® YV de Y ® YV
founit une filtration de Y @ YV ® Y ® YV de quotients successifs 1, Z @ Z et
Z ® Z. Les morphismes considérés induisent les deux morphismes évident
de Z=Y ®YV/1dans Z ® Z et que leur différence ait un noyau réduit a
1 en résulte.

10.13. Notre preuve de la surjectivité de (10.11.1) est calquée sur le cas
ou 7 est la catégorie tensorielle des super espaces vectoriels, tel que traité
par A. N. Sergeev (1984). 11 suffit de montrer que, pour laction de gl(X)
sur X®" le commutant de gl(X) dans End(X®™) est réduit a 'image de
E[S,]. SiU gl(X) est I'algebre enveloppante de gl(X), ce commutant est le
commutant dans End(X®™) de I'image de U gl(X).
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Lemme 10.14 Pour laction naturelle de gl(X) sur X®", l’image de
Ugl(X) est le commutant dans End(X®™) de limage de k[S,].

Montrons que 10.14 implique la surjectivité de (10.11.1). L’action de S,,
sur X®" fournit une décomposition (1.10.3) de X®" en G(X®"), @ A. 11
résulte de 10.12 que si Y et Z sont non nuls, le commutant de End(Y") dans
End(Y ® Z) = End(Y) ® End(Z) est réduit a End(Z). Le commutant de
S, dans End(X®™) est la somme des End((X®™),). 1l a pour commutant
la somme des End(\) pour (X®")\ # 0, qui n’est autre par (1.10.2) que
I'image de k[S,].

Preuve de 10.14 L’algebre de Lie gl(X) est lalgebre de Lie déduite
de P'algebre associative a unité End(X), et son action sur X est déduite
de la structure de End(X)-module de X. Soient plus généralement A
un objet de 7 muni d’une structure d’algebre associative a unité, et M
un A-module. Pour n>0, M®" est alors un A®"-module, et donc aussi
un (A®")S»_module. Dans le cas particulier de End(X) et X, A®™ est
End(X®™), et (A®™)S% le commutant de S,,.

Soit Arie I'algebre de Lie déduite de A. Elle agit sur M, donc sur M®",
ceci fait de M®™ un U(Ar;e)-module, et 10.14 est un cas particulier du

Lemme 10.15 (cf. A. N. Sergeev (1984) prop. 5) L’image de U(Aric)
dans End(M®™) coincide avec limage de (A®™)S~ dans End(M®™).

Preuve Soient ¢; (1 <i<n) les morphismes naturels x — 1®- - -Qz®---®1
(x en i-éme position) de A dans A®™. L’action de Ap;e sur M®" est déduite
du morphisme

S git Anie — (AP © TR, (10.15.1)

et la structure de U(Ap;,)-module de M®™ est donc déduite du morphisme
U Apje — (A®™)5n (10.15.2)
qui correspond & (10.15.1) par adjonction. Ceci prouve l'inclusion C .

Le produit symétrisé ) - zo(1) ... T () de (ALie)®™ dans U Ape se factor-

o
ise par Sym" (Aric). Le lemme 10.15 résulte de ce que

Lemme 10.16 Le morphisme composé
Sym™(Apie) — U(Arie) — (A®)S» (10.16.1)

est un isomorphisme.
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Preuve Notons * le produit dans l'algebre A. Le composé de (10.16.1)
avec I'isomorphisme (A®")S» — (4®")g = Sym™(A) est, avec des nota-
tions évidentes

ma— > ] *xj) (10.16.2)

fo[ln]—=[in] i fO)=i

le produit dans A étant pres dans Uordre des j. Filtrons A par A O (image
de P'unité 1 — A) 2 0. Par produit tensoriel et passage aux coinvariants,
cette filtration en fournit une sur Sym"(A). Notons-la F. On laisse au
lecteur le soin de vérifier que (10.16.2) respecte F' et induit sur chaque Gré,
la multiplication par un entier strictement positif. Le lemme en résulte.

Proposition 10.17 (parallele a 8.19) Quel que soit t, la ®-catégorie
Rep(GL(t), k) admet un plongement pleinement fidele dans une catégorie
tensorielle sur k.

Preuve Choisissons t; et t non entiers tels que t1 +to = t. Considérons le
produit tensoriel des catégories Rep,(GL(t1), k) et Repy(GL(t2), k), d’objets
les Zy ® Zy avec Z; dans Repy(GL(t;), k), et de groupes Hom les

Hom(Z; @ Z}, 7Y @ 7)) = Hom(Z}, Z}') @ Hom(Z4, ZY).

C’est la catégorie a produit tensoriel ACU librement engendrée par des
objets X7 et Xo de dimension ¢ et t et leurs duaux. On déduit de 10.5 et
10.6 que son enveloppe pseudo-abélienne est une catégorie abélienne semi-
simple, d’objets simples les Y7 ® Y2 pour Y; simple dans Rep(GL(t;), k).
On la note Rep(GL(t1) x GL(t2),k). Elle est tensorielle sur k. L’objet
X := X1 & X5 est de dimension t. Avec les notations de 10.8, il définit un
®-foncteur (10.8.1) de Rep(GL(t), k) dans Rep(GL(X),¢). Ce foncteur est
surjectif sur les Hom (10.9). Par le méme argument qu’en 10.9, pour vérifier
qu'il est injectif sur les Hom, il suffit de le vérifier pour Hom(1, X$" ®
Xy®™), ou, ce qui revient au méme, pour Hom(X§™, X$™). Si m # n,
Hom(X$™, X&™) = 0 et I'assertion est triviale. Sim = n, Hom(X{™, X&)
= k[S,]. L’action de S,, sur X®" induit son action sur X" et, puisque
k[S,] sinjecte dans Hom(X{™, X®™), qu’il s’'injecte dans Hom (X ®", X ®")
en résulte.

Question 10.18 (parallele a 8.21). Soit X un objet d’une catégorie
tensorielle sur k.

(10.18.1) Si dim(X) n'est pas un entier, le foncteur (10.8.1) de
Rep(GL(dim X), k) dans Rep(GL(X),¢) est-il une équivalence?
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(10.16.2) Si dim(X) est un entier n, la catégorie Rep(GL(X), ), munie
de T'objet X, est-elle équivalente a I'une des suivantes?

(a) Pour p et g des entiers de différence n: la catégorie des super représenta-
tions de GL(p|q), telles que la graduation modulo 2 soit donnée par
Paction de la matrice diagonale (1,...,1,—1,...,—1) avec p “1” et ¢
“—17; y prendre la représentation évidente.

(b) Pour un choix fixé de t; et t2 comme dans la preuve de 10.17: la
catégorie Rep(GL(X),¢) de 10.17, munie de X.

Appendice A. Invariants pour OSp(1,2n)

Soit V' la représentation naturelle du super groupe OSp(1,2n): elle est de
dimension (1,2n) et est munie d’une forme bilinéaire symétrique invariante
B: V®V — k. On note BY la forme duale. C’est un élément invariant
de V ® V. Puisque —1 est dans OSp(1,2n), V® ne contient d’élément
invariant non nul que pour /¢ pair.

Théoréeme A1  Tout élément de V®% invariant sous OSp(1,2n) est comb-

inaison linéaire des transformés par Sqp de la puissance tensorielle BY* :=
BY®¢ de B”.

Preuve La formation des invariants étant compatible a ’extension du
corps de base k, on se ramene & supposer que V admet une base dans
laquelle B ait la forme standard. Pour nous rassurer, choisissons une telle
base:

base de la partie paire VT de V: eg;
base de la partie impaire V'~ de V: ¢;, ey (1 <i<n);

éléments de matrice non nuls de B: B(ep,eg) = 1, B(ei,ei) = 1,
B(ei/,ei) =—1.

Autre description: apres toute extension des scalaires de k a une super
algebre commutative, et pour tous vecteurs pairs x et x’ de coordonnées

(xO; Xis Xl/) et (mg)v X;a X;;')v
B(x,x') = zoxy — Y (X,X, = X, X.)-
L’élément BY est

BY =ey®eg— E e;, ey —ep Re;.
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Pour v dans V—, soit D, ’élément impair de osp(1,2n) tel que D,(eg) = v.
Pour w dans V—, on a

D,(w) = —B(v,w)ep.

Pour v = ¢; (resp. ey), on écrira plutot D; (resp. D;/). Dans Palgebre
enveloppante, soit
D = ZDiDi/ — Di/Di~

C’est un élément de I'idéal d’augmentation de Uosp, fixe sous I'action ad-
jointe de Sp(2n). Il annule tout osp-invariant.

Notons s la symétrisation %Ea pour I'action de S, sur V®¢, Pour 9 et
0" deux éléments impairs de osp(1,2n), on a

00'(e§) = > 0b(09(e0) @ e ")

1<b<a

+ Y ope(Be0) ® I (e0) ®efT?),
1<b<c<a

= X obe(=0'(e0) ® Aen) ® e§?),

1<ce<b<a

op (resp. op) étant une permutation envoyant 1 sur b (resp. et 2 sur c).
On laisse au lecteur le soin de vérifier que D(eg) = —2neg. On a donc

D(e§) = —2nael+ala—1)s (6872 Yei®ey —ey ®e;) (A.1.1)
= (a(a—1) —2na)ed — ala — 1)s(ef >BY)
= —a(2n+1—a)eg —ala—1)s(B"ef?)

D’apres la théorie des invariants pour le sous-groupe Sp(2n) de
OSp(1,2n), tout invariant de Sp(2n) dans V®® est combinaison linéaire
de transformés par S, des éléments BY"™ ® egfzm. Filtrons l'espace I de
ces invariants par les sous-espaces =P engendrés par les U(va€872m) pour
o dans S, et m>p. D’apres (A.1.1), cette filtration est stable par D et D
agit sur Gr? I par multiplication par —(a — 2p)(2n + 1 — (a — 2p)). Pour
a = 2/, cette valeur propre n’est nulle que pour p = £ et, puisque D annule
tout OSp invariant, 'espace des OSp invariants est réduit a 1=,

Une variante de cette construction permet de détermine les invariants de
SO Sp(1,2n) dans les puissances tensorielles de V. Dans les puissances ten-
sorielles paires (resp. impaires), ce sont les invariants (resp. anti-invariants)
de OSp(1,2n).

Lemme A2 Le sous-espace des SO Sp-invariants de VO est de dim-
ension 1, engendré par un élément b de la forme

b=5) Aped"t' "B (A.2.1)
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avec Ag # 0.

La preuve de Al montre que le seul GrP(I) sur lequel D s’annule est
Cr%(I): le noyau de D sur I est de dimension un, et s’envoie sur I/I>!.
Puisque /12! est fixe sous Sa,,+1, le noyau de D est fixe lui aussi, engendré
par un élément de la forme (A.2.1). Tl reste a vérifier qu’il existe un élément
non nul dans V®2 1 fixe sous osp. Soit b de la forme (A.2.1). Puisqu’il
est fixe sous Sp, pour qu’il soit fixe sous osp, il suffit qu’il soit fixe sous un
D;. On a

Dib=s (ei Z(Zn +1-— 2m)Ameg"72vam) .

D’autre part,
B(Ci(eo X eg — Bv)n) =0.

C’est en effet un élément de Sym?" ™! (V' ), d’espace sous-jacent

2n
| Sym® (Vo) = A V| =0,

On a
et = 57) = (eSS0 ()2

et b est invariant si

Ay = (—1)™ (;)/zn +1-2m. (A.2.2)

Proposition A3 Pour b comme en A.2, les invariants de SO Sp(1,2n)
dans V@21 sont les combinaisons linéaires de transformés par Sepy1 de
b® B, Il nen existe de non nul que pour £>n.

Preuve Filtrons 'espace I des Sp(2n)-invariants comme dans la preuve
de A.1. Cette fois, le noyau de D agissant sur I est contenu dans 1>~ et
se projette isomorphiquement sur Gre_”(I ). La proposition résulte de ce
que les invariants proposés engendrent Grh"(I ).

Remarque A4. La preuve de Al et A3 montre que 'action de D sur
I'espace des invariants I(V®%) de Sp(2n) dans V®* est semi-simple. Les
entiers (a — 2m)(2n + 1 — (a — 2m)) sont en effets distincts (observer que
le premier facteur a la parité de a, le second la parité opposée). De plus,
(V®a)SOSP egt le noyau de D agissant sur 1(V®?). La représentation V'
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étant fidele et autoduale, tout représentation W de SO Sp(1,2n) est sous-
quotient d'une somme de V®*® X, avec action triviale sur X,, et hérite de
la méme propriété. Le foncteur W — WSOSP est donc exact. On retrouve
ainsi le fait connu que la catégorie des représentations de SO Sp(1,2n) est
semi-simple.

Appendix B. Proof of the Conjecture in 8.20,
by Victor Ostrik

The goal of this appendix is to present proofs of Conjecture from Section
8.20 and Conjecture 8.21.1. We preserve the notations from Section 8.
Thus k is a field of characteristic 0, 7 is a tensor category over k, T is
an object of 7 with the structure of algebra as in 8.2, I = Spec(T") and
St is the group scheme (in 7) of automorphisms of I, see 8.10. Finally
€ : m — Sy is the natural homomorphism from the fundamental group m
of T and Rep(Sr,¢) is the full subcategory of Rep(St) consisting of such
representations p : St — GL(V) that the action p oe of m on V coincides
with the canonical action, see 8.20. The following result is conjectured in
8.20:

Proposition B1 Any object of the category Rep(St,e) is isomorphic to
a subquotient of a direct sum of some tensor powers of T

Proof Let C be the full subcategory of Rep(St,e) whose objects are sub-
quotients of sums of tensor powers of 7. It is clear that C is a tensor
category. Let H be the fundamental group of C. Obviously, St is contained
in (ind-objects of) C and acts functorially compatibly with tensor products
on the objects of C. Thus we have a homomorphism S — H. On the
other hand since H acts on T we have an obvious map H — GL(T) and
since T' generates C this is actually an embedding H C GL(T). More-
over since H respects the multiplication morphism 7' ® T — T we have
H C S1 € GL(T). The composition of homomorphisms S1 — H C Sy is
the identity and therefore H = Sy. Now the result follows from (Deligne
1990) 8.17.

O

Corollary B2 (cf. Conjecture 8.21.1) Let F : Rep(St, k) — T be
a tensor functor preserving the commutativity constraint (= ®—foncteur
ACU). Let Fy be the corresponding functor Rep(St, k) — Rep(St,e), see
8.20.1. Assume that t is not an integer > 0. Then Fy is an equivalence of
tensor categories.
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Proof First we note that the functor F; is fully faithful. Indeed according
to 8.11 the functor F} is surjective on Hom’s. Arguing in the same way as in
8.19 we see that to prove its injectivity on Hom’s we need to prove that [U];
is nonzero. But this is obvious since dim[U]y = t(t —1)...(t—|U|+1) # 0.
Now Corollary is an immediate consequence of Proposition B1.

O

With the notations of 10.18, a parallel argument shows that any object
of the category Rep(GL(X),e¢) is isomorphic to a subquotient of a sum of
X®P @ XV®4 and that the answer to the question (10.18.1) is positive.
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